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Introduction 



Toute personne qui lira ce texte, n'est peut-étre pas a priori un ami, mais on espère sincèrement qu'elle 
le deviendra au fil dc sa Iccturc. 

Tout commence pour nous en juin 2002, lorsqu'un coUègue apprend à l'un de nous que Preda Mihàilescu 
avait réussi à montrer cette conjecture. Nous avons donc décidé avec enthousiasme, de faire un séminaire 
sur la preuve de ce resultat. Nous avons trouvé des notes de Youri Bilu [Bil] et de René Schoof [Sch] sur 
internet et avons utilisc Ic livre de Paulo Ribenboim [Rib] sur le sujet ainsi qu'un article de Mihàilescu 
[Mih] . Nous avons voulu ctrc Ic plus "self-contained" possible. Alors, nous avons démontré le plus possible 
de résultats, qui semblaient étre bien connus de leurs auteurs, mais pas (ou mal) par nous. On aurait pu 
appeler ce texte "La conjecture de Catalan pour les nuls" , mais on a vite remarqué que la difficulté de 
la prcuvc allait croissantc. S'il est possible dc lirc les quatre prcmicrs chapitrcs avac un bagagc minimal, 
il faut au moins avoir suivi un cours dc dcuxième cycle de théorie des nombres pour comprendre les 
chapitres suivants. Vous rcmarquerez d'ailleurs que le style de ce texte est assez léger au début et qu'il 
deviendra de plus en plus austère au fur et à mesure qu'on avancera dans les difficultés. 
Ont participé de manière plus ou moins suivie à ce séminaire Henri Joris, Emmanuel Preissmann, Stéphane 
Materna, Michel-Stéphanc Dupcrtuis et Vinccnt Brayer. 

Cette histoire commence en 1844, avec Eugène Catalan. II a posé dans un journal très lu (le journal de 
Crelle) la question suivante : 

^ Je vous prie, Monsieur, de bien vouloir énoncer, dans votre recueil, le théorème suivant, que je crois 
vrai, bien que je n'aie pas encore réussi à le démontrer complètement, d'autres seront peut-ctre plus 
hcurcux : Deux nombres entiers consécutifs, autrcs que 8 et 9, ne peuvent ètre des puissances exactes; 
autrement dit : l'équation x"^ — = 1, dans laquelle les inconnues sont entières et positives, n'admet 
qu'une seule solution.^ 

Evidemment, il a dú s'y prendre ainsi : il a remarqué que 3^ — 2^ = 1 et a essayé avec d'autres puissances, 
sans succés; il a peut-étre prouvé ce résultat pour des valeurs de m et n particuliéres. Alors il a émis ce 
qu'on appelle une "conjecture" c'est-à-dire un résultat mathématique que l'on croit vrai, mais qu'on ne 
sait pas prouver. 

Voilà, voilà... des conjecture comme ça, il y en a des centaines, voire des milliers. Mais il faut reconnaitre 
que cellc-ci est particuliòrement simple : on prend deux nombres qui sont des puissances dc nombres 
entiers, alors ils ne sont consécutifs que lorsque ecs nombres sont 8 et 9. Evidemment, quand on parle de 
"puissance", cela veut dire comme Ic dit Catalan de "puissance exacte", c'est-à-dire que l'exposant sera 
plus grand que 1, car sinon, on aurait des solutions comme 34^ — 33^ = 1 ou alors 2^ — 31^ = 1 ou encore 
2i - 144° = 1. 
Regardons ces càlculs : 

1024 = 257^ - 255^ = 130^ - 126^ = 68^ - 60^ = 40^ - 24^ = 32^ - 0^. 
C'est le cas n = 5 de l'équation 

= (2 +2 ) — [2 —2 ) pour K = 1, . . . , n. 

Cela veut dire que pour tout entier n, il existe m ( ici, c'est 2^") tel que l'équation — = m possède 
au moins n solutions différentes pour des entiers x,y,z,t plus grand que 1. Si on remarqué cela, c'est 

pour donner un bcmol à la conjecture suivante : 

"Pour tout entier naturel m, il n'existe qu'un nombre fini de solutions à l'équation 
x^ — z* = m pour autant que x, y, z, t soient > 1" 

La remarqué qui précède montre que ce nombre peut malgré tout ètre aussi grand qu'on veut. Nous 
allons donc montrer cette conjecture pour m= 1. 

Au licu de prendre des x, y entiers supcrieurs à 1, on prendrà des entiers non nuls (x 7^ et y 7^ 0). 
On veut donc trouver tous les entiers {x, y, m, n) tels que — = 1. On peut déjà supposer que n et 
m sont des nombres premiers. en efïet : si par exemple x"^^ — y^° = 1 possède une solution qu'on notera 
{xQ,yQ), alors l'équation .x^ — j/^ = 1 possède aussi une solution : c'est {xQ,yQ). 

Donc on se restreint à rcsoudrc l'équation — y'' = 1 avec p ct q des nombres premiers et x,y 0. 



On va montrer que les seules solutions sont {p, q, x, y) = (2, 3, ±3, 2). 

D'ores et déjà, on peut supposer que p et g ne sont pas tous les deux le nombre 2. Parce que sinon 

x^ —y^ = {x — y){x + y) = 1, et ccci est absurde car on aurait x — y = ±1 et x + y = ±1, ce qui voudrait 
dire que x = ou y = ce qui est contraire à l'hypothèse. 
Voici un petit résumé de ce qui va suivre : 

La première chose (enfin, ce n'est pas la première, mais presque !) qu'on va montrer, ça nous prendrà 
déjà 8 pagès, c'est que ni p, ni q ne sont égaux à 2 sauf pour le cas x^ — y^ — 1, ce sera les chapitres 1,2 
et 3. Le chapitre 4 est consacrc aux idcntitcs dc Cassels, c'est-à-dirc que si — y'^ = 1, alors q divise 
X ei p divise y. Ces quatre premiers chapitres ne requièrent aucune connaissance approfondie en théorie 
des nombres. Le chapitre 5 est le premicr "non élémentaire" il portera sur le Théorème de Stickelberger. 
Les Chapitres 6 à 9 donnent les théorèmes de Mihàilescu, ils sont au nombre de quatre (un par chapitre). 



Ils permettent alors de prouver la conjecture de Catalan en une page au Chapitre 10. Ensuite on donne 
deux appendices, l'un sur les anneaux semi-simples, l'autre sur le théorème de Thaine. 
Nous avons voulu montrcr Ics choses le plus soigncuscmcnt possible sans que Ic Icctcur soit obligc (comme 
c'est hólas trop souvcnt le cas) dc consultcr des ccntaincs dc sources. Nous n'avons pas pu néanmoins étre 
totalemcnt autònomes. Les resultats "clàssiques" , comme les solutions de l'équation de Pell, les triplets 
pythagoriciens, la théorie de Galois, le théorème de Dirichlet sur les unités d'un corps de nombres, les 
résultats sur les sèries L de Dirichlet, le théorème de Hensel ou le théorème de Hilbert 90 seront supposés 
connus et sont prouvcs de manicre exhaustivc dans des ouvragcs dc référence comme [Sier] , [Nar] , ou [Ser] . 
En revanche, deux gros théorèmes, dont la preuve est diíScile à comprendre, méme dans les ouvrages de 
référence sont utilisés dans la preuve du théorème de Thaine : le théorème de Cebotarev et l'existence 
du corps de Hilbert. Mais nous sommes actuellement en train de faire un nouveau séminaire là-dessus, 
peut-étre rédigerons-nous des notes sur ce sujet ? 

Enfin, nous tenons à remercier chaleureusement Preda Mihàilescii. Gràce à lui, aux notes de René Schoof 
et à celles Youri Bilu, nous avons passé deux ans de pur bonheur. Puisse ce texte retranscrire le plaisir 
que nous avons eu à essayer de comprendre cette merveilleuse preuve. 
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CHAPITRE 1 
Un théorème d'Euler (la solution non triviale) 



Dans ce chapitre, on va montrer que la seule solution non triviale de l'équation x'^ — = 1 est x = ±3 
et y = 2. On dira que c'est le cas p = 2, q = 3. 

On a pris cette preuve dans le livre Elementary theory of numbers de Sierpinski [Sier]. Mais il nous 
semblait opportun de la donner tout de mème. 



Notations 

On considère connu la notion de pgcd(a:;, y). Pour raccourcir, on écrira (x^y) pour pgcd{x,y). Quand x 
divise y, on note x\y ou alors y = (mod x). De manière générale, y = y' (mod x) veut dire que x\y — y' . 
Lemme 1 

Soient a, b, d, n, m des nombres cnticrs. 

a) Si (a, ò) = 1 et (a, d) — í alors (a, bd) = 1. 

b) Si a"|ò" alors a\b. 

c) Si (a, b) = 1, alors (a", 6") = 1. 

d) Supposons que a,b> 1, (a, b) = 1 et ab = c", alors a = et b = b" pour des entiers naturels ai,bi. 
Remarque que si la puissance n est impairc, on pcut se passer de rhypothòse que a,b > 1, mais la 
conclusion sera que ai , bi seront des entiers éventuellement négatifs. Attention, ce résultat sera 
très souvent utilisé par la suite 

e) Supposons que a,b> 1, (a, ò) = 1 et aò = p'^c", avec p un nombre premier, alors a = p'^a^ et b = bi 
ou alors a = a" etb = p^b^ pour des entiers naturels ai,bi. 

Preuve 

Ce sont des résultats élément aires, tous montrés dans [Sier]. □ 



Lemme 2 

i'équatioii 

x^ + 9x'^y'^ + 27y'^ = z"^ (1) 

n 'a pas de solution dans les nombres entiers non nuls. 
Preuve 

Supposons que x,y, z £ N soit une solution de (1) avec la valeur dc z la plus pctitc possible. Si (x, y) = 
d > 1 alors x = dxi et y = dx2, en incorporant cela dans (1), on voit que d'^\z^, d^\z et z — d^zi, avec 
xi,yi,zi e N. Divisant (1) par d^, on voit que xi,yi,z\ est une solution, ce qui contredit la minimalité 
de zi. Donc, on a {x,y) = 1. 

Si 2|.T, (1) impliquc que 4|27í/^ — z^ et donc 2\y (car si y impair y'^ = 1 (mod 4) et l'équation 3 — .2^ = 
(mod 4) est impossible) ce qui contredit {x,y) = 1. 

Donc x est impair. Si y est aussi impair, alors 8|5 — z'^ ce qui est aussi impossible. En définitive, 

X est impair et y est pair [i) 

Si 3|a;, alors 27|z^, donc 9|z ct 81|27?y"' ct 'ò\y contraircmcnt à {x, y) = 1, donc (.x,3) = 1. 

On a aussi (x, z) = 1, cn cffct, si (x, z) = d, (1) impliquc que d\27y^. Or, (x, 3y) = 1, donc {d, 27y^) = 1 

et alors d = 1. D'autre part, puisque x est impair, (1) implique que z est impair. 

Posons maintenant y = 2y\. L'équation (1) s'écrit alors (petit càlcul) : 

27yí = + 9y?) - 9yÍ) =:A.B. 

Les facteurs ^4 et i3 sont positifs puisque le premier l'est clairement ct que Icur produit l'est aussi. On 
va montrer que A et B sont premiers entre eux. Soit di leur pgcd. Alors d\\21y\, donc d\\?,ly\. II suit 
(Lemme 1 b)) que di\%y'l. En additionnant les deux facteurs, on trouve z, donc di\z. En les soustrayant, 
on trouve x? + ISy^, donc cíi|a;^, puisque di\9y\. Ainsi, di\{x'^ , z) = 1, car {x, z) = (a;^, z) = 1. Cela veut 
dire que (Lemme 1 e)) : 

A = 21a^, B = ò^, yi = ab {ii) 

ou alors 



A = a^, B = 276^, yi = ab {Ui) 

oíi a ct ò sont des entiers positifs premiers entre eux. Mais le système (ii) est impossible, car cela donnerait 
(en soustrayant les deux termes) que x^ + 18o^6^ — 21a^ — b'^. En regardant cette égalité modulo 3 et 
en se souvenant que (x, 3) = 1 (donc x^ = 1 (mod 3)), on en déduit que 6^ = —1 (mod 3), ce qui est 
absurde. Donc, c'est l'équation {iii) qui est possible. A nouveau en soustrayant, on obtient 



+ 18a%^ = - 276^ (iv) 

Gràce à (i), on sait que x est impair. Donc, regardant modulo 2, on trouve que o ou 6 est pair (le "ou" est 
ici exclusif, commc rarcmcnt cn mathcmatiquc). Si a ctait pair, alors on aurait = .x^ + 18a^ò^+27í)* = 4 
(mod 8), ce qui est impossible. Donc, a est impair ct b est pair, ct on trouve en triturant {iv) que 

V 2 2 y V 2 2 

Posons 

d2 = (C, D) . 

Nous trouvons que cí||27ò'*, donc d2\9b^- De plus (en soustrayant les deux termes du pgcd) d2\x. Donc, 
d2\{9y'^,x). Mais comme (3j/,x) = 1, on en déduit que ^2 = 1- Si les nombres C et D étaient les deux 
négatifs, on en déduirait que < 9b^ donc < 9a^b^ < ISa^ò^. Donc, par (iv), que > a"* — ISa^ò^ = 
x'^ + 27?)'*, ce qui est impossible. Donc, ces deux nombres sont positifs et premiers entre eux. On en 
déduit gràce au Lemme 1 e) que 

a^±x 9 2 4 a^Tx 9 ^ ^7 4 , 

b = m , b = 27n , b = mn 

2 2 2 2 

Pour des entiers positifs m et n. En additionnant tout ça, on obtient 

= + 9m^n^ + 27n^ 

Mais, souvcnons-nous que a < yi < y < z. Cela contredit la minimalitc de z. Cela prouve par ce qu'on 
appcUc "descente infinie" que l'équation a;^ + 9x^y'^ + 27y^ = n'a pas de solution entière. □ 
Lemme 3 
i'équatioii 

+ = 2z^ (2) 

n'a pas de solution dans les nombres entiers tels que x ^ y et z ^ 0. 
Preuve 

Bon et bien pour changer, on supposera que x, y, z sont des solutions de (2) avec x y et z ^ 0. On 
peut déjà supposer que {x,y) = 1, car si {x,y) = d > 1, alors ^^122;^, donc d\z, ce qui voudrait dire que 

§, ^, ■§ seraient aussi des solutions. 

Puisque x^ + y^ = 2z^ , alors x + y et x — y sont des nombres pairs. Posons u = et i; = Comme 
[x, y) = 1, {u, v) = 1, car x = u + vety = u — v. L'équation (2) devient alors {u + v)^ + {u — v)^ = 2z^. 
Cela veut dire que u{u^ + Sv"^) = z^ et, puisque x ^ y et z ^ 0, uvz = j{x'^ — y'^)z ^ 0. A partir de 
maintenant, deux cas se profilent. 

a) Si (u, 3) = 1, alors {u,u^ + Sv"^) = 1, puisque {u,v) = 1. Donc, (Lemme 1 d)) il existe des entiers zi 
et Z2, premiers entre eux, tels que u — zf et u"^ + Sv"^ = Z2- Ainsi, Z2 — z^ = Bv"^ et en factorisant, 
cela donne {z2 — zf) ((z2 — zf)"^ + 3z2zf) = 3v'^. Posons t = Z2 — zf > 0. Alors (í, zi) = 1, puisque 
{zi,Z2) ~ 1. De plus, t{t^ + Stzf + 3zf) = 3v^. Cela implique que 3|í. Posons t = 3íi. Alors on 
trouve que íi(9íf + 9tiZi + 3zf) = v^, ce qui veut dire que 3\v et v — 3vi. Puisque (u,3) = 1, 
{zi,3) = 1, donc le nombre 9t1 + 9tiz1 + 3zf n'est pas divisible par 9. Mais 9\v^, donc 3|íi et alors 
ti = 3Í2· On trouve alors que Í2(27Í2 + 9^2^:^ + zf) = vf. Puisque (í, zi) = 1, (Í2, zi) = 1 et donc 
(Í2,27Í2 + 9^2^! + zf) = 1. Ainsi, le Lemme 1 d) nous assure l'existence de b et c tels que Í2 = b"^ 
et 27b* + 9b^zf + zf = c? . Reste a voir que ò ct \z\\ sont non nuls. Si b = 0, alors Í2 et donc 
í = 0, ce qui veut dire que Z2 = zf. Le fait que (22,2:1) = 1, implique que zi = ±1 et 22 = 1 
et donc que v = et donc que x = y contrairement à l'hypothèse. D'autre part, si zi = 0, alors 
u = et donc z^ = u{u^ + 3w^) = donc, z = contrairement à l'hypothèse. Cela implique que 
l'équation x'^ + 9x^y^ + 27?/* = posscderait des solutions entières non nuUes ce qui contredit le 
lemme précédent. 

b) Supposons que 3|u. Puisque {u,v) = 1, alors {v,3) = 1. Posons u = 3ui, et de u(u^ + 3v^) = z^, 
on peut poser z = 3zi et ui{3ul + v"^) = 3zf. Puisque (w,3) = 1, alors 3|ui et on pose wi = 3w2 
et alors U2(27u2 + w^) = zf. On a (1*2, = 1, donc (u2,27u| + v"^) = 1. II existe alors a,b, 
premiers entre eux, tel que (a, 6) = 1 et U2 = a"^ et 27a^ + = b^. Posons t = b — 3a^. On a 

= b^ = «2 (mod 3), donc (í, 3) = 1. On voit que v"^ = b^ - 27a^ = [b - 3a'^){b^ + 3a^b + 9a*) = 
(fe-3a2)((ò-3a2)2 + 9a2(ò-3a2) + 27o4) = t{t^ +9aH + 27a*). Puisque (a,6) = 1, alors {a,t) = 1 
et on a vu que (í, 3) — 1, donc (í, + 9a^t + 27a*) = 1. Par l'éternel Lemme 1 d), il existe oi et 
61, premiers entre eux, tels que t = af ct af + 9a^a^ + 27a'^ = b\. On va finalement voir que ai et 
a sont non nuls. Si oi = alors í = et donc b — 3a^ ce qui contredit (o, ò) = 1. Si a = alors 
u = et donc, comme avant, 2 = contrairement à l'hypothèse. On conclut comme à la partió a) 
que l'équation x* + 9x'^y'^ + 27y* = z^ possèderait des solutions entières non nulles. □ 



\=:C-D. 



Théorème d'Euler 

L'équation x'^ — = 1 n'a pas d'autres solutions que x = 0, y = —1 ou x = ±1, y = ou encore 

x = ±3,y = 2. 

Preuve 

On a ï/3 = a;2 - 1 = (x - l){x + 1). 

Si X est pair, alors {x — l,x + 1) = 1. II existe donc des entiers a et 6 premiers entre eux tels que 
a; — 1 = et X + 1 = 6^. On a donc 6^ + {—a)^ =2-1^. Ainsi, par le lemme précédent, on a a = —b, 

donc .T — 1 = = —b^ = —x — 1 cc qui implique que .x = ct donc y ~ —1. 

Si X est impair alors y = 2yi est pair et (^y^, = 1, et on trouve 2yf = (^y^)(^^)· H existe donc 
des entiers a et 6 tels que x±l = 40^ et a; =F 1 = 26^. En éliminant le x, on trouve 6^ + (±1)^ = 2a^. Le 

lemmc precedent nous dit alors que a = donc a; = ±lcty = 0. Si a ^ 0, alors ò = ±l. Si 6=1, alors 
X = 3, donc y = 2 (attention aux ± et aux =f). Enfin, si b = —1, alors x = —3 et y = 2. □ 



CHAPITRE 2 
Le théorème de Lebesgue (le cas q = 2) 



La seconde chose, qu'on va voir, c'est un thcorcmc dc Monsieur Victor Amédée Lebesgue. Les mathéma- 
ticiens connaissent un autre Lebesgue, Henri Léon, qui a inventé une intégrale qui porte son nom, mais 
celui dont on parle n'est pas le mème. II vaudrait mieux, pour ce chapitre, connaítre ce qu'est un anneau 
factoricl. 
Lemme 1 

a) Soit A un anneau factoriel et x,y premiers entre eux (cela veut dire qu'ils n'ont pas de diviseurs 
communs autre que les unités), alors si xy = 2™, alors x = ux^ et y = u~^y^, avec Xi,yi G A et 
u G U{A) = les inversibles de A (c'est l'équivalent du Lemme 1 d) du chapitre précédent). 

b) L'anneau = {a + bi \ i = \/^ et a,b G Z}, qui est l'anneau des entiers de Gauss, est factoriel. 
Preuve 

a) Suit de la définition d'anneau factoriel 

b) [Mar, ex 7 p. 7] 



Théorème de Lebesgue 

II n'existe pas de solution {x, y) G 1? avec x,y ^ 0, tels que x"^ — y"^ = 1 avec m e N. 

Preuve On peut supposer m impair, car sinon, — = 1 aurait une solution et on a vu que c'était 

impossible. On peut aussi supposer que x,y > 1 (car y est au carré et si x est négatif, l'équation est 

trivialcmcnt faussc). Supposons par l'absurdc qu'il cxiste x et y tels que x™ = t/^ + 1 avec m impair. 
Remarque que x et y sont de parités difFérentes. Car si x est pair, x™ aussi et donc y^ + 1 aussi, donc y^ 
est impair et donc y aussi, et réciproquement, si x est impair, y aussi. 

Supposons que y soit impair et donc que x soit pair. Alors là, si on regarde modulo 4, on remarque que 
alors x"* = + 1 = 2 (mod 4). Et tu peux remarquer facilement que pour tout nombre pair et tout 

TO > 2, on a X™ = (mod 4). 

On peux donc supposer que y est pair et x impair. Bon, maintenant on va passer dans l'anneau 
Alors, l'équation de départ x™ = + 1 s'écrit = (y — i){y + i). On va d'abord montrer que (y — i) 
et (y + i) sont premiers entre eux dans Z[ï] (c'est-à-dire que si un nombre premier de Z[i] divise (y + i) 
et (y — i) alors il y a un contradiction) . Supposons donc que tt, premier de divise (y + i) ct [y — i). 
On ccrit a\b pour a divise b (commc dans Z). Alors 7r|(y + i) — (y — i) = 2i. Puisquc tt est premier, cela 
implique que 7r|2 ou 7r|í. On sait que i est inversible dans Z[i] (i ■ (—i) = 1). Donc tt ne peut pas diviser 
un inversible, puisqu'il est premier (un premier n'est pas inversible). Donc tt divise 2. Mais là, ça ne va 
pas non plus : puisque y est pair, on aurait que tt divise 2 qui divise y. Mais alors 7r|(y + ?') — y = i 
et on vient de dire que c'est impossible... Donc (y + i) et (y — i) sont premiers entre eux. Quand un 
produit de deux nombres premiers entre eux est un puissance m-ième, alors chacun de ces nombres est 
une puissance m-ième (cf. Lemme 1 a) et b)). Ainsi, il existe u, í;€ZetO<s<3 tels que 

(y + j) = (U + w)" • i' et {y-i) = {u- W)™ • {-if 

En multipliant ces deux termes, on trouvc x™ = {u^ + w^)™, donc x = ip· + w^, ainsi, u et v ne sont pas 
de méme parité, puisque x est impair. En soustrayant les deux mémes termes, on obtient 

2ï = ((u + ivy -iu- ivY'(-lY) ■ i' 

a) Supposons que s = 2r (=0 ou 2). On en dcduit ici que = (—1)'" et (—1)* = 1. En développant 
gràce au binómc de Newton, en égalant les parties imaginaires, en divisant par 2 et en se souvenant 
que m est impair, on obtient 

l = (-ly (^(j^^ u"'-!^ - (^"^^ «—3^3 + . . . ± 

On en déduit que v divise 1, donc v = ±1 et donc que u est pair, car il n'ont pas la méme parité. 

b) Si s = 2r + 1, on obtient (en comparant les parties réelles cette fois) que 

1 = (-i)-^ (^w™ - 2 ) + • • • + (T) 

Par le mème raisonnement qu'avant, on en déduit cette fois que u = ±1 et que c'est v qui est pair. Dans 
tous les cas, posons w l'élément qui de u ou v est pair. Puisque, pour A; = 0, . . . , m, on a 

et que to est impair, on trouve : 



k 



m 
m — k 



1 _ ( U;2 + - . . . ± mw^-' = ±1 



2 J ' \ A 

Comme w est pair et donc que les vj^^ sont múltiples de 4, alors le signe du terme de droite est +1 et il 
reste en divisant par w"^ 

TO \ í m \ -2 . , m--^ /.\ 

' ' ^ -\ ± mw"" = (z) 



2 / V 4 ^ 

Posons V2{k) la valuation 2-adiquc de k, cela veut dire que si A: = 2* • it avec u un nombre impair, 

TO 

2 



alors V2{k) = t. Si on considère réquation (i) modulo 2, on voit que ( ) est pair. Posons alors 



t = V2{[ ^ j) > I- Les autres termes sont de la forme y ^ ) w'^'' ^ avec k>2. Si fc > 2, alors 

"i ^ ,,,2fc-2 _/TO\/m-2\ 2 2k-2 

2k)'" \2 )\2k-2) 2fc(2fc-l) 

D'autre part, pour /c > 2 , on a 2^'^"^ > fc, donc V2{k) < 2fc — 2. En utilisant le fait facile que 

V2{ab) = V2{a) + V2{b), on en déduit que ^'2((^^^ ^2^-2) > í+(2A:-2)-'í;2(A:) > í+(2A:-2)-(2A:-2) = í 

(n'oublions pas que V2{2k—1) = 0). On en déduit que l'équation {i) est impossible. En effet, elle s'écrirait 
2*a — 2*+'/? = oü a est un nombre impair, l un nombre positif et (3 un entier non nul. Et on en déduirait 
que a = 2' • /3, ce qui est absurde. Donc l'équation (i) est impossible. □ 



CHAPITRE 3 
Le théorème de Ko-Chao (le cas p = 2) 



Dans ce chapitre, nous allons prouver que l'équation x'^ — y'^ = 1 n'a pas de solution si ç > 5. 
Lemme de Diophante 

Si x,y,z forment un triplet pythagoricien primitif, i.e. sont des entiers premiers entre eux tels que 
+ y"^ = , aloTS il existc des entiers c et d, premiers entre eux et de parité différentes tels que 
X = — d"^, y = 26c et z = + . 
Preuve 

C'est un résultat connu depuis plus de 3000 ans, cf. par exemple [Sier, Théorème 1, p.38]. □ 
Lemme de Pell 

Soit D un nombre entier positií qui n'est pas le carré d'un nombre entier. Alors l'équation 

-Dy^ = l (3) 

possède une infínité de solutions entières non nuUes. Plus précisément, si xi, yi est la solution fondamen- 
tale (c'est-à-dire la solution de (3) en entiers positifs dont y est le petit possible (non nul)). Alors les 
autres solutions positives sont les Xm,ym tsls que 

{xm + ym^) = {xi+yi^r, m>l (4) 



Preuve 

La démonstration de ce fait est donnée dans tout bon livre de théorie des nombres, par exemple [Sicr, 
Théorème 15, p.98]. □ 

Définition 

Sous Ics hypothèses du Lcmmc dc Pell, soit m un entier positif. On dit que m a la propriété de Stoermer 
si pour tout premier p, p\ym impliquc p\D. 
Lemme de Stoermer (1898) 

Si m satisfait la propriété de Stoermer, alors m = 1. Autrement dit, le seul cas oú la condition de 

Stoermer peut ètre possible est la solution íondamentale. 

Preuve 

L'équation (4) développée donne 



yÏD + ... 

(i) 



yn = nxr'yi+i^ljxrViD + ---. 

Donc yi divise í/„ (mais attcntion, si n est pair. xi ne divise pas forcément a;„, le dernicr terme du 
développement de x,, , ne contient pas de xi). Posons alors zi = 1 et y„ = Znyi- Ainsi, z„ = nx^^ + 

(3) + • • •. Posons A = x\ - l = Dyf > 1, donc \/A = yi\/D. L'équation (4) devient 

{xn + Zn\/A) = {xi + y/A}"^ et donc. 

Si q\n alors Zq\zn- En eíFet, si n = ql, (a;„ + ZnVA) = (xi + VA)" = (xq + ZqVAy. D'oü Zq divise Zn, de 
la méme manière que yi divise 

Fixons m > 1 ayant la propriété de Stoermer et soit q premier tel que q\m. Donc, Zq\zm- Soit p premier tel 
que p\zq. Alors p\zm, donc p\ym, par définition de Zm- Ainsi p\D par propriété de Stoermer et p\A = Dy\. 
On se souvient {ii) que 

Zq = qxr^ +(^^xr''A + --- (m) 

donc p\qx^^ . Comme x\ = A + 1 ei que p\A, alors p / xi et ainsi, p\q et donc p = q. Posons Zq = (f , 
r > 0. Si r = 0, alors 2:^ = 1, ce qui est incompatible avec {iií). Supposons que g > 3 et r > 2. La 



relation {Ui) nous donne q^\qxl ^ (car q divise A et et les autres coefïicients binòmiaux). Donc 

q\xi, ce qui est impossible, comme on l'a vu. Ainsi, si g > 3, alors r = 1, et donc Zg = q, mais c'est à 
nouveau impossible car qx\~^ > q. Donc g = 2 ou 3. Supposons Z2 =2^, r > 1. L'équation (in) devient 
Z2 = 2xi, donc xi = 2'^~^. Comme 2 /xi, r = 1, donc xi = 1, mais xi > 1 !! 

Rcsumons-nous : on a dcmontrc que si m a la proprictc dc Stocrmcr, alors m = 3*. On va montrer 
d'abord que si m = 3n possèdc la proprictc de Stoermer alors n aussi. En cffet, 

{X3n + yanVD) = (xi + yiVo^" = (x„ + VnVDf 

Donc, 

X3n = ^XnUlD {iv) 

yzn = Sxlvn + ylD = yn{3xl + ylo) 

Maintenant, si p\ym alors plysn, donc p\D, ce qui impliquc que n possède la propriété de Stoermer. 
Rcste à voir que 3 n'a pas la proprictc de Stoermer. Supposons donc que 3 possède la propriété de 
Stoermer. Supposons aussi que p|3.Tf + yiD. Par {iv) et n = 1, on a alors p|í/3, donc (Stoermer) p\D, 
donc j;|3.'rf. Or, on a vu que si p\D, alors p ne divise pas xi, donc (p, xi) = 1. Donc, p = 3. Ainsi, 
3x? + ylD = 3" avec s > 2, car 3xf + ylD > 4. On obtient alors 3* = 3xf + yfD = 3xf + {xj - 1) = 
4xi - 1 = (2xi + l)(2xi - 1). On tire le système 

í 2x1 + 1 = 3'' 

< , 0<í<r, r + í>2 

[ 2x1 - 1 = 3' 

En soustrayant, on trouve 2 = 3*" — 3* = 3*(3''~* — 1), ce qui donne í = et r = 1, contredisant r + t>2. 
D 



Petit Lemme 

Soit X et y des entiers premier entre eux et n> 1. Alors 

x"±y", , 

{x ± y, ) = {x±y,n), 

x±y 

avec n impair si on considère x + y. 
Preuve 

On a ^Ipf = x"~^ + x""^y H h y"~^. Or, pour tout fc > 1, x*" = y'' + {x^ - y^) ^ y'' + {x - y){- ■ ■). 

^i'^^i' ""x-l = + (x - y){- ■ ■). Donc (x - y, = (x - y,ny"-^) = (x - y,n), car {x,y) = 1. 

De mcmc, si n est impair, ^^^'^ = x^^^ — x"~^i/+· • ■ + y"-~^. Si k est impair, on a x*^ — —y'' + {y^+x^) = 
+ (x + y){- ■ ■). Et, x^^ = y^^ + (x^'^ - y^^) = y^'' + (x^ - y^){- ■ ■) = y^^ + (x + y){- ■ ■). Ainsi, 
í^±|l = ny"-^ + (x + y){· ■ ■). Donc, à nouveau, (x + y, ) = (x + y,ny'^-'^) = (x + y,n), car 
{x,y) = l. D 



Lemme de Nagell (1921) 

Soit X et y des entiers strictement positifs et q>3 un nombre premier. Supposons que x^ — = 1 aJors 

2\y et q\x 

Preuve 

Supposons y impair. On a = x^ — 1 = (x + l)(x — 1) et (x + 1, x — 1) = 1, donc il existe des entiers 
positifs a et 6, tels que x + 1 = o« et x - 1 = 6«, et donc 2 = (o« - 6«) = (o - b){ai-'^ H h í)^-^). Si 

6 = alors y = 0, impossible. De méme, a > 0. Et donc (a''^^ + • • • + b'^~^) > 3. Mais c'est impossible, 
car on devrait avoir {a''~^ + • • • + ò'~^) = 1 ou 2. II ne rcste plus que x impair et y pair, car il est évident 
qu'ils ne peuvent pas etre les deux impairs. Donc 2\y. 

Supposons par l'absurde que q /.r. On a x^ = y'^ + l = {y+^) ^y^i ■ Par le Petit Lemme, (y + 1, ^^^^ ) = q 
ou 1. Si c'est q, cela veut dire que q\x. Donc {y + 1, ^^ipf) = 1- U existe donc c > 1 et d > tels que 
y + 1 = et = d"^. L'équation x^ — = 1 devient 

r „ „-n2 

= 1. 



~D 



Ce qui veut dire que x, (c^ — 1)^ est une solution de l'équation de Pell — DY^ = 1, disons la solution 
Xm Ym (on met des majúscules ici pour éviter les confusions). La solution fondamentale est visiblement 
c,l. D'autre part, si p\Ym, alors p\D, donc, par le Lemme de Stoermer x, (c^ — 1)^ est la solution 
fondamentale, et alors — 1 = 1, ce qui est absurde, car y/2, n'est pas entier. □ 



Théorème de Ko-Chao (1964) 

íí n'existe pas de solution (x, y) € avec x,y ^ 0, tels que a:^ — = 1 et g > 3 premier. 
Preuve 

Nous allons donner la preuve de Cl·iein de ce résultat (1976). 

Supposons par l'absurde que — y'^ = 1. On peut supposer que x,y > 1, car x est au carré et si y est 
négatif, l'équation est trivialement fausse. 

On peut aussi supposer (cf. Lemme de Nagell) que x est impair et y 

est pair. Dans ce cas, (x + 1, a; — 1) = 2, et commc y"^ = x"^ — 1 — {x — l)(x + 1), il existe des entiers 
strictement positifs a, b premiers entre eux avec a impair tels que y = 2ab et 

f x + 1 = 2 • 

\ X - 1 = 2«-i -b" 

ou 

\ (11) 

Nous allons traiter les deux cas ensemble, pour le cas (/), on lit le signe du haut, et pour le cas (//), on 
lit le signe du bas. En soustrayant les deux équations et en divisant par 2, on trouve 

al - 2'ï-26« = ±1. (*) 

En particulier on a 

al > -1 + 21-%" > W 

En effet, la dernière inégalité est équivalente à (2^"^ — 1)6' > 1 qui est vrai puisque g > 3. On a ainsi 
montré que a>b (souvenons-nous bien de cela). Calculons : 

(a« T 2)2 = {a^Y T 4a« + 4 {a^ T 4(2«-2ò« ± 1) + 4 = {a^ T (26)«. 
Mais, onaa«T2 = ï|ÍT2 = ^f^, donc {^)'^ = (a^)* =f (26)«, ou encore 



a2=F26 



{a'T2b). ' 'Z\u ■ (**) 



Le Petit Lemme s'applique alors, car (a^, 2b) = 1. Cela veut dire que (a^ =F 26, ^^^-^^^p—) = 1 ou g. Le 

Lemme de Nagell, nous afíirme que q\x, donc, q / (car sinon g|3). Ainsi, (a^ =f26) et ^° a'i^2b^ sont 
premiers entre eux, et sont donc les deux des carrés. En particulier, =F 26 = et h\^^. Puisque a 
est impair, h aussi ct donc b est pair (en regardant modulo 4). Par suite (h ■ a)^ + 6^ = =p 20,^6 + 6^ = 
(a^ =F b)^. On a affaire à un triplet pytliagoricien primitif (car (6, =F ^) = 1) avec 6 pair. Donc, par 
le Lemme de Diophante, il existe c > > tels que ha = c? — (P, b = 2cd et ^ b = + (P. D'oü 
(c ± d)"^ = {a'^ ^b) ±b =: a^, c'est-à-dire a = c±d. 

Si on est dans le cas (/), on a 6 — a = 2cd — {c + d) = {c — l){d — í) + {cd — 1) > 0. Si on est dans Ic cas 
(//), on a 6 — a = 2cd — {c — d) = c{2d — 1) + d > 0. Dans tous les cas, on a 6 > a, mais on se souvicnt 
que a> b. C'est une contradiction et le théorème est prouvé. □ 



CHAPITRE 4 



Les relations de Cassels 



A partir de maintcnant, on va ctudicr l'équation — y'^ = ±1, avcc p ct q prcmicrs impairs et x,y > 1. 
Et on va démontrer que dans ce cas p\y et q\x. Mais pour cela, il va falloir travailler assez ferme. 
Commençons par un petit lemme d'analyse. 
Lemme 1 

Soit a, b, t des nombres réels tels que 6 > 0, í > 1 et a + 6* > 0. On considère Ja,b{i) — {a + b*)~ . Alors 



f'aA*) ^0^6* log(ò*) ^ (a + &*) • log(a + &*). 
En particulier, si m> n> 1 sont des entiers et z > 1, alors 

- 1)™ < {z"" - 1)", 
+ 1)" < + 1)™. 

Preuve 

Tout le monde devrait savoir que (/(í)»^*))' = /(í)»^*) • (^'(í) log(/(í)) + Donc, 



Ainsi, 



a + b* t ' 



' a + o"^ í 

Prenons a = —1, ò = 2;>letí>l. Alors > z* — 1 > 0, donc log(z*) > log(2* — 1) et ainsi, 
z*log(2;*) > (z* — l)log(í;* — 1). Cela implique que f'_i ^ croissante. Donc, si m > n > 1, on a 

(z" - 1)^ < (z™ - 1)^ ou cncore (z" - 1)™ < (z™ - 1)". 

Posons maintenant a=l, 0<ò=i<letí>l. Alors < < 1. Donc ^log(p-) < < (1 + 
jt) log(l + Cela implique que i est décroissante. Donc, sim>n>l, ona(l + ^)™ <(1 + ^)" 
ou cncore (z™ + 1)" < (z" + 1)™. ' ' □ 
Définition 

On rappcllc que si p est un nombre premier, tout nombre rationnel s'écrit x = p^ ■ u ou u est un nombre 
rationncl dont p nc divisc ni Ic numcratcur, ni le dcnominatcur. Dans cc cas, la valuation p-adique dc 
ce nombre, notée v^x) vaut s G Z U {oo}, car Vp{0) = oo, par définition. On montre facilement que 
Vp{a ■ b) = Vp{a) + Vp{b) et Vp{a + 6) > mm{vp{a) , Vp{b)) avec égalité si Vp{a) ^ Vp{b). 
Lemme 2 

Solt r, m et n, des entiers positifs nou nuls et p un nombre premier tel que p )( n. Alors 



, ,, /m /m \ /m , ,,\\ 



n \n / V n 
Preuve 

Posons a = ^ - l) • • • - (r - 1)). Souvent, on note i=^"^^. Sia = 0, c'est évidemment 

vrai. Supposons donc a 7^ 0. Posons e = Vp{a). II est clair que e est un entier supérieur ou égal à 0, 
car p / n. Mettant au méme dénominateur, on a Vp{a) = Vp{m{m — n){m — 2n) • • • (m — (r — l)n)), car 
Vp{xn) — Vp(x) pour tout x, ceci car Vp{n) = 0. Choisissons n' G N, tel que n ■ n' = 1 (mod p'^^^). En 
particulier, p /f n' . Donc, Vp{a) = Vp{mn' (mn' — nn') ■ ■ ■ {mn' — (r — l)mn')). Posons m' = m ■ n! . Si 
1 < < (r — 1), alors vn! — jnn' = m' — j (mod p*^"*"^). Donc, 

m'{m' — nn') ■ ■ ■ {m' — (r — l)nn') = m'{m' — 1) • • • (m' — (r — 1)) (mod p*^"*"^) 

Ainsi, í;j,(a) = Vp{m'{m' - 1) ■ ■ ■ {m' - {r - 1)) + k ■ p'=+^) = Vp{m'{m' - 1) • • • (m' - (r - 1))). Mais 
r!|m'(m' — 1) • • • (m' — (r — 1)), le quotient est ^ . Et on obtient Vp{r\) < Vp{a). □ 
Lemme 3 

Soit p> q> 2 des nombres premiers et x, y des entiers strictement positifs tels que x^ — y"^ = ±1. Alors 



Preuve 

(i) (ii) „ 

II est clair que x > 2 (car sinon y = oiiq ^ 1), donc x±l > |. De méme, y > 2, donc = y^íl > 

(iU) , , 

Et aussi y > Enfin, puisque p et ç sont premiers, et p > g, on a (p — l){q — 1) > (ç + — 1) = 

9^-9 + 9-1 = > 9 + 2. Donc, (p-l)g = (p-l)(g-l)+p-l > (g + 2) + (p- 1) = + 

Donc, 2P+«+i. On obtient alors 



W (") ^ (y±l)'^ (»") 1)'^ 



□ 

Lemme 4 

Soit a, 6 des entiers non nuls premiers entre eux et q premier, alors il existe un entier u tel que 

^—^ = k{a-h)+q¥-\ 
a—b 

avcc k = {a — 6)'~^ + ubq. Remarquons que si q = 2, alors u = et donc k = 1. 
Preuve 



k{a - b) + qb''-\ Avec = (a - ò)«-2 + (j^ b{a - b)"'^ + ■ ■ ■ + (^^^^ 



6«- 



=uqb 

car g|^^^sil<j<g— 1. □ 
Corollaire 

Soit a, b des entiers non nuls premiers entre eux et q premier, alors I — , a — b] = (q,a — b) = 1 ou 

V a-b ) 

q. Dc plus, SI ce pgcd vaut q et que q> 3, alors q\k et q\ — , mais q ï — . 

a — b a—b 

Preuve 

La promicro partie a dcjà ctc montrée lors du Petit Lemme du Chapitre précédent. Supposons que ce 
pgcd soit q. Le fait qu'alors q\k, vicnt du fait que q\{a — fe). On peut poser k = qk' et (a — fe) = qs. 

Supposons que g^j — = q{qsk' + fe'^^^), par Ic Icmmc precedent. Ainsi, glfe'"^, donc q\b, et puisque 

a — fe 

q\a — b, q\a. Mais c'est impossible, car a et fe sont premiers entre eux. □ 
Lemme 5 

Soit a > 1 ct b des nombres rócls positifs. La fonction f{x) = (1 — -^Y croissante si |f < 1. En 

particulier, (1 — J^)^' > i si x >2. 

Preuve 

Remarquons tout d'abord que 

2a a a 

— < 1 <í=4> — < 1 - — (i) 

D'autre part, 



/'W = /W-(iog(i-^) + j« 



Donc f'{x) est positive si log(l - ^) > °^ encore si (1 - ^) log(l - ^) > ^ logí^)- Mais 



c'est le cas, car 



^ log f I'l < ^ log (^) < (1 - ^) log(l - ^) 

b^ ^v^2^/ 0^ ^Vfe^y ^ fe^^ fe^^ 



par (i) et car x log(x) est croissante. La seconde partie du Lemme résulte du fait que ^ < 1 si a; > 2 et 

^■^ 9) 81 3' 



Lemme 6 

Soit p un nombre premier et n un entier naturel. Le développement p-adique de n est n = Yli=o ^iP^ 



avec < Ui < p — 1 pom i = 0, . . . ,k 
S = Yli=o '^»· -^^ors on a 



log(") 
log(p) 



Vp{n\) = 



([x] signiíie la partie entière de x). Posons encore 

n — S 



p-1 



Remarquons que la somme J2ili 
Preuve 

Les múltiples de p inférieurs à n sont 



s'arrète en fait à k. 



p,2p,..., 



parmi ces múltiples, on doit compter dans Vp{n\), deux fois les múltiples de p"^ qui sont 



Et ainsi de suite. La première égalité est donc prouvée. Pour la deuxième, 11 est clair que pour tout j, 



Sí=7 '^«P* • Donc 



k 

E 



k k k 

k k k k 

j=l J=2 j=3 j=fe 

k j—1 k 4 ^ ^ I k k 



Ui- — - = • ( Y njp' - E 



1 



P-1 



p-1 



(n-5). 



□ 

Théorème (Cassels, 1953, 1961) 

Soient p, q des nombres premiers impairs et x,y > des entiers naturels tels que x^ —y'^ = ±1, alors q\x 

etp\y. 

Preuve 

On supposera que p > g (le cas p = q étant évidemment impossible). On va d'abord voir que q\x. 
Supposons que q )( x, alors q | ± 1. Ainsi, en vertu du Lemme 4 et de son coroUaire, on en déduit que 

^ , y ± 1 = (g, y ± 1) = 1. De l'égalité 



y±l 



w« ± 1 

^ — ·(y±l)=2/«±l=x^ 



y 

on déduit qu'il existe 6 entier tel que y±l = lf. 

a) (signe du haut) Si y + 1 = 6^, alors 6 > 2. Et donc, = y"? + 1 = (6^ - 1)'? + 1 < If^ (cette dernière 
inégalité vient du fait que X?- (X - I)' = X''-^ + X''-^{X -1) + ■ ■ ■ + X{X -l^-^ + {X -1)''-^ > 1 
si X > 2 et q > 3 ct on pose X — ¥'). Donc. x < Ifi ct alors x < W — 1. Par le Lemme 1, 
(6« - 1)P < {bP - 1)9, car p > q. Finalement, y« + 1 = < (ò« - 1)^ < (ò^ - 1)« = ?/«, ce qui est 
absurde. 

b) (signe du bas) Si y — 1 = 6^', alors 6 > 2 aussi, car x^ — y"^ — 1 ct p > q, donc y > x ct y > 3. On 
a alors x^ = (6^ + 1)"^ — 1 > If^, ce qui veut dire x > ou x > 6' + 1. En utilisant à nouveau le 
Lemme 1, on a — 1 = x^ > (6* + 1)^ > (ò^" + 1)' = y', ce qui est à nouveau absurde. 

On a montrc que q\x. 

Montrons que p|y. Là, ce scra un peu plus long, mais on a Ic temps hcin ? Remarquons un certain 
nombre de chose avant de supposer que p ne divise pas y. Tout d'abord, y' > 8, car y > 2 est g > 3. 
Ensuite, q < x, car on vient de voir que q\x. Donc, qP\xP = y^ ± 1 = (y ± 1)^^. On a vu au Lemme 4 



et à son coroUaire que ,y± 1 | = 1 ou q. Si ce pgcd est 1, on a g / y ± 1- Donc, ç^l^^Ér et on 

\y±lj 

sait, par le Lemme 4 (en posant a = ±1 et 6 = —y), que 



y±l 



k{y±l)+qy'i-\ (*) 



Donc q\k. Le méme résultat nous dit que k = {y ±1)'^ ^ — quy. En réduisant modulo q, on en déduit 
que q\{y ± 1), contradiction. Donc I — zr^^y^ 1 1 = 9- Le corollaire du Lemme 4 nous apprend que 



y±l 

/ • II existe donc 6, c > tels que (6, c) = 1 et 

■í/9 ± 1 avec g / c et a; = gòc (**) 

í/± 1 

Concernant c, on peut remarquer que : 

a) c 7^ 1. Sinon, on aurait y ± 1 = > 9 = Donc {y ±\f > yi ± \ > y^ ± 1. C'est 

impossible si y > 2, en cfïct, dans le cas du signe du haut, on aurait j/^ + 2y + 1 > + 1 > + 1; 
donc, — 2)(2/ + 1) < ce qui est impossible si y > 2. Dans le cas du signe du bas, c'est encore 
plus clair, on aurait — 2y + 1 > if" — 1, donc (y^ + 2)(y — 1) < 0, à nouveau impossible. 

b) c = 1 (mod <f~^^. En réutilisant (*), on a qcP = ^^^^ = k{y ± 1) + qy'*^^ . On a vu il y a 10 

lignes que q\k, en plus q^~^\y ± 1. En divisant par g, on obtient = (mod q^~^). Puisque 
y = =F1 (mod q^~^) et puisque g — 1 est pair, on a = 1 (mod q^~^). L'ordre de c modulo qP~^ 
est donc 1 ou p. Si c'est alors p divise l'ordre du groupe des inversibles modulo qP~^ qui vaut 
(p{qP^^) = q^^'^iq — 1). Donc p\q — 1. c'est impossible, car p > q. Donc c = 1 (mod q^^^) ou encore 
qc = q (mod qP) (la fonction (f{-) est dófinic au diapitre 5, pp 18-19). 
De cette analyse de c, on tire facilement (mais vraiment) 

X ^ qb et X = qb (mod q^). (* * *) 

a;P =F 1 

A partir de maintenant, on va supposcr (par l'absurde) que p ï y. On a y'^ = (x =p 1) , et on a 

.T =F 1 

(x =F 1, ^x^i ^ = {xT = 1 ou p. II n'est pas possible que ce pgcd vaille p, car sinon p diviserait y, 
donc il vaut 1. II existe ainsi a > 1 tel que x^l = a''. On trouve alors 



q{p-í)ii 

Donc a> b. Par (* * *), on a < |x - qb\ = |a« ± 1 - qb\ < a« + gò ± 1. 

Si on avait < ^g^, alors on aurait gò ± 1 > ^g'', en particulier on aurait 6 > 2, et alors 6^ > g6 + 1 et 
donc > 6^ > g6 + 1 > gò ± 1 > ^q^, ce qui est contradictoire. On a donc montré que 

> Iq"- (+) 

Par suitc xP = (a« ± Ï)p > («« - 1)p et y« = =f 1 = («'' ± 1)?' =F 1 > («"^ - 1)^- Remarquons d'autre 

o , , o , Lcmmc 5 -, i _ 

part que (1 - |rF > (1 - > i > i. On obtient 

min(a;P,í/9) > (a« - If = a^^l - ^> «^"(1 " ^j) ^ («) 
L'égalité (x9 — y)í^il^l^i^ = — ï/^ = zL·l entraíne 

CC 5 — y 

Pour ï = 0, . . . g — 1, on observe et cela n'est pas dc la magie que 

V 9 y gV a 

Ainsi, l'équation (ii) devient, via g. 



F« -y\< 



{in) 



Ecrivons 



=(a«±l)f =af(l±-)f =5]í„ 
oü, par le développement de Taylor, 



{iv) 



r=0 



£(£_l)...(£_í. + l) 
tr = (±1)'-^-^ • aP-''« ^ 0. 



{v) 



A noter que Íq = 'J^· Soit í un nombre premier difFérent de g et r > 1. On sait, par le Lemme 2 que 
í;Kr·!)<^Kf(|-l)···(f-r· + l)). D'oü 



vi{tr) > vi{a^ ^'') c'est aussi vrai si r = 0. 



{vi) 



Posons R 



1 et p 



q-l 



En particulier, Rq > p. Par le Lemme 6, Vq{R\) = ^^^^ oü S est la 



somme des chiffres du développement ç-adique de R. D'oü 



R 

Vg{R\) < et donc Vq{R\) < p. 



{vii) 



Si < r < iï, on calcule pour l ^ q, 



(vi) 



vi{tr ■ q^^" ■ a^i-P) > vi{aP-''i) + vi{a^i-P) = vi{a{R - r)) > 0. 



Et aussi, 

Vq{tr ■ 5^+" • a^'-ï') = - 1) . . . - r- + 1)) -Vq{r\) +R + p+{Rq- p)vq{a) 
V ' 

>-r 

>R-r + {p- Vg{R\)) + {Rq - p)vg{a) > 0. 

On a utilisé que q ne divisait pas o^'"^'', car sinon il diviserait y et comme il divise x, cela voudrait dire 

que q divisc ±1, cc qui est absurdc ! On a aussi utilisc {vii) ct Ic fait que Vq{r\) < Vq{Rl). Rcmarquons 
qu'un nombre rationnel qui a des valuations positives pour tout premier est forcément entier. On a donc 
prouvé que tr ■ q^~^f ■ a^i~'P e Z, ce qui montre que 

7 := a^·'-P • • {{y-x^+ ^ 

\ r>R+l 

On va passcr un bon moment à prouver que 7 ^ et c'est cela qui nous donnera la contradiction. 
On écrit 7 = 7i + 72 + 73 oü 

h = a^i-P ■ q^+P ■ {y - 

72 = a^·'-P • q^'+P ■ tR+i ^ 

73 = a^·'-f • 9^+" • J2 

r>R+l 



On va montrer que 



Soit r > R. On a 



< jij et 



< T7y. Montrons la première inégalité, ce ne sera pas trop dur : 



r — I < r + 1 . Donc 







P-r 
g 






r+1 



a" ^ al — qP 



Ainsi, 



< 





tR+2 


+ 


tR+3 






tR+2 


(?) 




( 2 y 


1 


< 


1 


35-2 


ïo' 



E 

r>iï+l 
tR+2 



r+1 



R+1 



tR+1 



En avant pour la seconde inégalité. Observons les choses suivantcs : (i? — |) + (| + 1 — i?) = 1 et chacun 

des termes de cette somme est strictement positif, on en déduit que ||— i?|·|| — i?+l|<|. En eflFet : 

si X + y = l,x,y > 0, alors xy < \ <^ x{l - x) - j < 4^ 4a;^ - 4a; + 1 = (2a; - 1)^ > et c'est trivial. 
Donc, 



P P 



- 1 



R 



D'autre part, 



^-R 



< R{R-l)---2· 



> {R-l){R-2)---l 



2- 


P-R+1 




l-R 




q 




Q 



1 • 


P-R + 1 




^-R 




q 




q 



< Rl- 



>iR-iy..-, 



(viii) 



car i? - I > i et I - (i? - 1) > i. Donc, 



Calculons : 



Or, 



h 




p 

y — XI 


h 




tR+1 



\tR+l\ 



(ix) 



H(E-l)...(H-i?) 



{R + l)\ 



jP-(i?+l)<7 

g2 . i? • (iï + 1) ■ 



(ix) 



< a^^+^^i-Pq^.R{R+i). 



y — XI 



(Ui) a^R+^)<i-Pq2{R + 1)2 ^q^{R+ 1)2 



a(p-«-i)ç ■ 



p — iï— 1>2 et donc aussi R+1 <p. 
On va montrer cela (ce ne sera pas súper élégant, mais enfin..) p — R—1 = p- 



-2 > 2 sip- 



(a;) 
> 4. 



Distinguons trois cas : si p = 5, et donc g = 3 alors p 



4 et c'est en ordre. Si p = 7, alors q = 3 



5 ou 6 et c'est à nouveau bon. Si p > 11, alors p f ^y'") > p^ ^ p^ > et on a 



ou 5, et p - 

pi > 113 > |. Donc, dans notre cas, p (j^^ > pi > D'oü, p - 
(x) est montré. 

On peut ainsi terminer de majorer 



>P-'Í=P 



> 4. Donc 



^ q^R+lf (+) q^R+l)^ W f 2p 



7,29 



aqpr 



< 



2p 
3P-1 



< 



2-5 
"34" 



1 

< — . 
- 10 



L'avant-dernière égalité venant du fait que la fonction (gi^) décroit si x > 5. En effet, sa dérivée vaut 
3^(l-log(3)a;). 

On en déduit que I est difïérent de zéro. Si c'était le cas, on aurait 1 = + et donc 

1 1 



1 





-h 


< 


h 


+ 


h 




~ I2 




h 




h 



< 



10 10' 



ce qui est absurde, donc I 0. Or, on a montré que / était entier, donc |/| > 1. 
D'autre part, 



a^^+'^o-P-tR+i 



(R+iy. 



(vHi) 

< 



1 



< 



1 



4(i?+ 1) - 4 



(xi) 



On en déduit, 



Donc, 

1 < |/| = I/2I 
Ce qui prouve que R + p — p > 



1 + 



al 



h , h 



(xi) qR+P (+) 1 



{xii) 



ixii) 1 

íqR+p-pll 



1 1 

ÏO ÏO 



< q 



R+P-P 



Mais c'est imppossiiiiiible : on se souvient que p ■ 



q-l 



donc 



R + p< R[l + 



1 



q-l 



<(^ + l 



p + q 2p 

< r < P- 



q-lj q-l q-l 



Ce qui donne 



R+p-p<ú 



, et voilà enfin notre contradiction !!! Donc p\y. 



□ 



Corollaire (les relations de Cassels) 

Soient p, q des nombre premiers impairs et x,y > des entiers tels que x'p — y'^ = ±1, alors 

a) II existe b,c> tels que (ò, c) = l et 

X = qbc w ± 1 = qP~^V ^ = qcP avec q ï c . 

y±l 

b) II existe u,v > tels que {u, v) = l et 

y = puv x=f1=p'~^W^ — = pv'^ avec p )( V . 



Preuve 

La partia a) est la relation (**) du théorème précédent et la partie b) se démontre de manière identique 
sachant que p\y. □ 



CHAPITRE 5 
Le théorème de Stickelberger 



Ce chapitrc est Ic plus long dc tous. Nous nous sommcs bascs cn partic sur Ic livrc dc Lcmmcrmcycr 
[Leni] pour écrire ce chapitre. On va montrer que si p est un nombre premier, si G = {(Ti, . . . , <Jp-i\ est 
le groupe de Galois de l'extension Q(Cp)/Q, et si —62 = — X]^Zp+i '^t^ G ^[G], alors pour tout idéal 
a de Q(Cp)) l'idéal a~®^ est principal. Ceci sera utilisé au Chapitre 6. Nous définirons aussi l'idéal de 
Stickelberger I^t et l'idéal / = (1 — í-)/st dont nous prouverons qu'ils sont des Z-modules libres de rang 
et 2^ rcspcctivcmcnt. Nous donnerons cxplicitement des générateurs dc ecs idcaux. Nous rctrouvcrons 
ces objets aux Chapitres 7 et 8. Si vous n'avez pas compris ce qui vient d'étre dit, c'est normal, on n'a 
encore rien défini. Tout d'abord quelques rappels sur les caractères. 

Définitions et rappels 

Soit G = (G, *, 1) un groupe abélien fini. On appelle caractère de G tout homomorphisme x '■ G — > C*. 

On notc 1 Ic caractcrc dc G qui cnvoie tout élément dc G sur 1. L'cnscmblc des caractères est lui-mcmc 
un groupe isomorplie à G : XiX2{g) ■= Xiid) ' X2{g), donc par le théorème bien connu de Lagrange, 
l'ordre d'un caractère divise l'ordre de G. Remarquons que l'on a 

En effet, c'est clair si x = 1- Supposons que x 7^ 1) donc il existe h G G tel que x(^) 7^ 1- L'application 
g ^ hg est clairement une bijection de G dans lui-mème. Donc, 

Si X^ggG x{g) 7^ 0) on en déduirait que x{h) = 1, ce qui est contradiction. 

On fixera pour un moment F = Fg un corps fini à q éléments. II est clair que la caractéristique de F, 
qui est le plus petit entier n tel que 1 + 1 H h 1 = 0, est un nombre premier, disons p. Donc, le 

v ' 

n fois 

corps Fp = Z/pZ agit sur F, faisant de lui un Fp-espace vectoriel de dimension évidemment finie. Donc 
q = pf ou f est la dimension de F sur ¥q. De plus le sous-ensemble {0, 1, 1 + 1, . . . , 1 + 1 H + 1} est 

p—1 fois 

un sous-corps de F isomorphe à Fp qu'on notera par abus encore Fp. 
Lemme 1 

F* = F \ {0} est cyclique, c'est à dirc qu'il cxistc c e F* tel que ¥* = {c, c^, c^, . . . , c«~^ = 1} 
Preuve 

C'est un résultat bien connu, cf. [Jacl, Theorem 2.18, p.l32]. □ 

Sur F on peut définir deux sortes de caractères : des caractères additifs de ¥ {G = (F, +,0)) ou des 
caractères multiplicaíifs de¥ {G = (F*, •,!)). Par convention, si x est un caractère multiplicatif de F, on 
le prolonge à F tout entier en posant x(0) = si x 7^ 1 et x(0) = 1, si x = 1- 

On définit la trace de F sur Fp comme étant l'application Tr^/Fj, notée Tr qui envoie tout t G ¥ sur 

t + tJ' + t/ -\ h t/~' e Fp. Lc fait que Trit) e Fp n'est pas trivial, mais bien connu (cf. [Sam, §2.6]). 

De plus, Tr{ti + Í2) = Tr{ti) + Tr{t2) pour tout ^1,^2- 

Soit m e N. On note = Qui est une racine primitive m-ième de l'unité. 

On notera V le caractère additif sur F, défini par il){t) = Ç . Soyons attentifs au fait que puisque le 

caractcrc est additif, on a évidemment ip{t + s) = ijj{t) ■ip{s), c'est rcdondant, mais, on pcut sc fairc avoir 
si on n'y prend pas garde... . D'autre part, par (5) et puisque ^ ^ 1, on a, X)í£r^(í) = 0. De méme, si 
X est un caractère multiplicatif diflíérent de 1, alors X^jg^. x(*) = J2tevX{t) = 0- 
Si X est un caractère multiplicatif, on définit la somme de Gauss 

G{x) = -Yx{t)-m- 

teF* 

(5) 

On observera que G(l) ~ — X^teF* ^(^) ~ ^ ~ SteF ^(^) ~ ^- manière géncrale, si x est un caractcrc 
d'ordre m, alors G(x) € Q(C„! Cp) = Q(C„p)) car petm sont premiers entre eux (en efí'et, m||F*| = q — 1). 



Si xi et X2 sont des caractères multiplicatifs de F, alors on définit la somme de Jacobí 

J(Xi,X2) = -^Xi(í)X2(l-í)- 



Lemme 2 

a) Si xi et X2 sont des caractères multiplicatifs de F diíFérents de 1 et tels que X1X2 1; alors 

G(xi)G(x2) = G(xiX2) • -^(xi>X2) 

b) Si X est un caractère multiplicatif de F diíFérent de 1, alors on a : 

G(x)G(x-') = g·x(-i)· 

Preuve 

Remarquons que si x 7^ 1) alors G{x) — ^'ï2teFX{'t) ' i^{t), le fait de prendre n'ajoute rien par la 
convention qu'on s'est donnée. Calculons donc : 



G(xi)G(X2)= E Xiia)X2mia + b)'-^+'' Xi(a)X2(c - a)V(c) 

a,be¥ o.cGF 

= ^Xiia)x2{-a) + xi(a)X2(c-a)V'(c) (i) 

oeF o,ceF* 

Or, d'une part 

XI Xi(a)X2(c- a)V'(c) ^1 ^i('^)^2(c) V'(c)xi(í)X2(l - í) = G(XiX2) • -/(xi, X2) (") 

=XlX2(c) 

et d'autre part, si xi 7^ X2 ^' alors 

'^Xi{a)X2{-a) = X2(-l) • X^XiX2(a) = 0. 
On a donc prouvé la partie a). 

Pour la partie b), on commence comme la partie a), et on retrouve les égalités (i) et (ii) : 
G{x)G{x-') =J2^{a)x-H-a) + G{xx-') ■ J(x,X"') 

aeF 

D'abord, il est clair que x^^(— 1) = x(~l) = car x~^(— l)x(~l) = 1 = x'^{~^)- Ainsi, 

Y,x{a)x-\-a) = X-\-í) ■ E X{a)x-\a) = x(-l) • ^ l(a) = x(-l) • (? - !)• 

aeF aeF* aeF* 

Ensuite, G(XX~^) = = 1, comme on l'a vu en introduction. Finalement, 

j{x,x~') = -Ylx{t)x-\i-t) = - J2 ^(jh)-' ^ x(s) = x(-i)-Exw = x(-i)· 

teF íeF\{i} ^ ^ seF\{-i} teF 

(*) Vient du fait que si t parcourt F \ {1}, alors parcourt F \ {—1}. On a donc montrc que 
G(x)G(x-^) = {q- l)x(-l) + X(-1) = q ■ xh^)- □ 



Lemme 3 

Soit X 7^ 1 un caractère multiplicatií de F. Alors on a 

b) G(x)G(x) = q 

c) si X est d'ordre m, alors G(x)™ G Q(C^). 

Preuve 

a) II est clair que puisque x(í) et ip{t) sont des racines de l'unité, on a x{i)x{t) = ^(í)V'(O = 1- Donc, 
XW = X(í)"' = X"Hí) et ^ = = ^{-t). On a donc, 

G(x) = -E^·^=-E w • ^(-*) = - E ^"'(-*) • = X(-1)G(X-'). 

1, Lemme 2 b) 



b) G(x)G(x) G(x)x(-l)G(x-^) = ' 9x(-l)x(-l) = 9- 

c) Remarquons que si X11X2 sont d'un ordre qui divise m, alors J(xiiX2) € QÍC^)- Cela découle 

dircctcmcnt de la définition dc J. On a G(x)G(x) ^ G(x^)./(Xj x)- Pa-r Ic mème Lemme, 

G(x)^ = G{x'^)J{x,x)J{XíX^)· Et ainsi de suite, on en déduit, par récurrence, que : 

G{xr-' = Gíx'"-^) J(X, X)JÍX, X') • • • J{X, X™-')- 
En multipliant de part et d'autre par G(x), on trouve : 

G{xr = Jix, X)J{X, X') • • • J{X, X™-') Gíx"-^) G(x) 



Lemme 2 b) ^ j.^^ ,^ 2\ ju. m-2\ 



=G(X-^) 

<i ■ x(-i) J(x, x) J(x, x') • • • J(x, x™-') e Q(C„), 

car on a vu que J(xi, X2) S Q(C ) si Xi) X2 sont d'un ordre qui divise m, et puis x(~l) = ü- 1^ 



Maintenant, on va étre obligé de considérer comme connu un certain nombre de résultats "clàssiques" de 
théorie algébrique des nombres. 



Définitions-Théorèmes "Rappels sur les corps de nombres et les corps cyclotomiques" 

Soit D Q un corps, qu'on supposera inclus dans C On dit que K est un corps de nombres s'il 
est dc dimcnsion finic commc Q-espace vectoricl. On notc [K : = n ccttc dimcnsion. On pcut 
montrer qu'il existe a £ K tel que K = Q[a], c'est-à-dire que l,a, ...,a"~^ est una Q-base de K. 
Chaque élément k de K est algébrique sur Q, c'est-à-dire qu'il existe un polynòme, dépendant de k, 
fk{x) = Omx"^ + • • • + aix + flo € Q[2^], tel que k est unc racinc dc fk- Lc polynòme unitaire (om = í) 
de plus petit degré qui possède k comme racine est appelé polynòme minimal de k, noté minQ{k) ou 
min{k). On peut montrer que si K = Q[a], alors min{a) est irréductible sur Q et K est isomorphe à 
l'anneau quotient Q[X]/{min{a)). On peut voir aussi que si L D K D Q sont des corps de nombres, 
alors [L : Q] = [L : K] ■ [K : Q]. 

Un clement est dit entier sur Z s'il existe un polynòme unitaire x™ + am~ix"^~^ + • • • + aix + oq G Z[a::] 
qui annulc cct clement. On peut montrer que l'ensemble des éléments entiers d'un corps dc nombre est 
un anncau, qu'on note Ok- On peut montrer que les idéaux premiers de Ok sont aussi maximaux et que 
le quotient de Ok par un de ces idéaux V est un corps üni, dont le cardinal se note N{P). On appelle ce 
nombre norme absolue de V. 

Si a et b sont des idéaux coprcmicrs dc Ok (c'est-à-dirc que a + b = Ok) alors Ok /ab est isomorphe à 
Ok/<^ X Ok /b (ce théorcmc est connu sous lc nom dc théorème chinois, et il est vrai pour tout anncau 
commutatif). 

On défínit I{Ok) l'ensemble des idéaux fractionnaires de K, qui est l'ensemble des sous-OK-modules 
non-nuls a de K tels qu'il existe x G K* tel que xa C A. Si est un idéai íractionnaire, on défínit = 
{x G K \ xa C Ok}- On a aa~^ = Ok, et I{Ok) est un groupe abélien engendré libremcnt par les idéaux 
premiers de Ok- C'est-à-dire que tout idéal íractionnaire s'écrit de manière unique a = Ilpep^"^^"^ 
avec, pour tout V GF,vp (a) G Z, appelé valuation V-adique de 0, et P = V{Ok) est l'ensemble des idéaux 
premiers dc Ok ■ On étend alors la défínitions dc coprcmicr et disant que deux idéaux fractionnaires a et 
b sont coprcmicrs si v-p{a) ■ v-p{b) = pour tout idéal premier V- 

Un idéal íractionnaire a est dit principal s'il est de la íorme xOk pour un x G K. Lc sous-groupe des 
idéaux íractionnaires principaux se note P{Ok)- On peut montrer que le groupe des classes d'idéaux, qui 
est noté CCk, et qui est le groupe quotient I{Ok)/ P{Ok) est fíni. Son cardinal se note h{K). 
Si K = Q(C^), on le nommera m-ième corps cyclotomique. On pcut montrer que dans cc cas-là, Ok = 
Z[C^] qu'on notera souvent Em- On pcut voir aussi que [Q(C^) : Q] = (p{m) ou íp{m) est l'indicateur 
d 'Euler qui est lc cardinal de (Z/mZ)* et qui sc calculc par la íormuleíp{mm') = ip(m)(p{m') si{m,m') — 1 
et íp{p'') = — p^~^ si p est un nombre premier. Remarquons enfín que si m est impair, alors Q(C„) = 
Q(C ) et donc dans ce cas, les racines de l'unité de ce corps sont les ±( , < i < m. 



Preuve 

Tous ces résultats sont prouvés dans [Nar] . 



□ 



On va maintenant donner un lemme qu'on réutilisera au moins 7 fois par la suite : 
Lemme IMP 

Soit m G N et K un corps de nombre contenant C^^^. Soit p G P tcí que p /f m. Soit V un ideal de Ok 
au-dessus de p, c'est-à-dire que P ílZ = pZ. L'application </> : Ok — > Ok/V '■= V envoie évidemment 
Z sur ¥p = Z/pZ et donc |F| = N(P) = pf = q oú f = [Ok/V : Z/pZ]. Alors on a m\q - 1. Plus 

prccisément, Ic groupe {(^^^ \ l < i < m} C Ok est envoyé injectivement par (j). Son image est donc un 

sous-groupe cyclique d'ordre de m de F*. 

Preuve 

II sufRt dc vérificr que C,^^^ ^ C,^^^ (mod V) pour tout 2 < i < m. Soit / = ~ '^i) ™ polynóme. 

Alors le polynóme dérivé évalué en ai vaut /'(ai) = nr=2('^i ~ '^i)· applique cela k f = — 1 = 
níILi(-'í^ — ^^). On trouve alors ni"2(C„ ~ C^) ~ ™0 ^" Puisque V est un idéal premier et que ni m, 
ni C ne sont dans V, on en déduit que TTI^oíC — C ) ^V-, donc aucun C — C n'est dans V. □ 

En corollaire de ce résultat, il nous est possible de poser la définition suivante 

Définition 

Soit m G N et un corps de nombres contenant C,^^^. Soit V un ideal premier de Ok ct a G Ok XV- H 
est clair que o;*"^ = 1 (mod V) ou q = N{V). Donc l'image de a dans F = Ok/V notée a est telle que 

a^~^ = 1. Ainsi, est une racine m-ième de l'unité dans F. Par le lemme precedent, il existe une 

unique racine m-ième de l'unité dans K, notée (^)^ telle que 

( ) = (mod V). 

On complòte la définition par = si aG V. 

Si on pose /Zm l'ensemble des racines m-ième de l'unité de C, on a ainsi une application (p)^ : Ok — > 
fim U {0} qu'on appellera symbole de puissance m-ième résiduelle. 

Lemme 4 

Sous les mèmes hypothèses que la définition précédente, on a 
^) (#)„=(|)^sia^/3(modP). 

b) (^) = (mod V) pour tout a G Ok- 

(€„ - ■ 

d) (^)^ = 1 si et sculement s'il existe (3 G Ok \ V tel que a = /3™ (mod V). 

e) Si m = 2, C,^ = —\ et K — Q, on retrouve le symbole de Lcgcndre. 
preuve 

les partie a), b) et c) découlent de la définition. Pour la partie d), s'il existe (3 E Ok\V tc\ que a = /3™ 
(mod V), alors = (Z?™)^ = /?*~^ = 1 (mod V). Réciproquement, si (^)^ = 1, alors = 1 

(mod V). On se souvient que F* est un groupe cyclique engendré par un élément disons 7. Donc a = 7* 
(mod V) pour un certain l < s < q — í. Ainsi = 7" = 1 (mod V). Ainsi, l'ordre de 7 qui est 

q — í divise s ■ c'est à dire que m divise s, disons, s = km. Finalement, a = (7*=)"* = /^"^ (mod V) 
en posant /? = 7'^. La partie e) est un corollaire immédiat de la partie d). □ 

On a montré que ce symbole passe au quotient et définit ainsi un caractère multiplicatif d'ordre m du 

corps F. 

Voici encore une sèrie de résultats clàssiques : 

Définitions-Théorèmes "Rappels sur les corps de nombres et la théorie de Galois" 

Soit L/K une cxtcnsion dc corps de nombres dc degré n. Soit V un idéal premier de Ok et ^ un 
idéal premier dc Ol- On dit que íp est au-dessus de V, et on écrit ^Í\V, si V = ^ r\ Ok, ou, ce qui est 
équivalent, *p apparait dans la décomposition en idéaux premiers de VOl- On peut alors identifíer Ok/V 
k un sous-corps de Oi/'p. On notera f{^\V) — [O^/^ : Ok/V], qu'on appcUc degré résiduel de ^\V ■ 
Si on écrit VOl = íPi^ • • • ^'ç' , et notant fi pour f{^i\V), alors on pcut montrer que X]i=i ^í/í = n. 
Les Ci, souvent notés e{^i\V) s'appellent les degrés résiduels de ^i\V. On dit que V n'est pas ramifié 
dans L si e, = 1, pout tout i. On peut montrer que le nombre de V qui ramiíient est üni. Supposons 



que L/K soit une extension galoisienne, c'est-à-dire que l'ensemble AmíkÍL) des K-automorphismes 
de L est d'ordre n. Dans ce cas, AuíkÍL) se note Ga\{L/K) ou G, s'il ny a pas d'amhiguïté. On 
peut voir que tout a € G donnc un OK-iíutomorphismc dc Ol et qu'ainsi G agit transitivcmcnt sur 
les idéaux premiers de Ol qui sont au-dessus d'un V C Ok íixc. Comme conséquence de cela, si 
VOl ~ • • • í^^'·, alors on a ei = 62 = ■■■ = Cr := e et fi = f 2 = ■■■ = ,fr ■= /• Donc efr = n. Posons 
Z{^ii\P) = {a G G \ cr(^j) = íPí}. En général, les Z{^i\V) sont conjugués entre eux (c'est-à-dire pour 
tout i j, il existe a G G tel que Z{^,\V) = cj-'^ Z{^j\V)a et on a \Z{^i\V)\ = ef. Ainsi, si G est abélien 
(on dit alors que L/K est une extension abcliennc), alors les Z{^i\'P) sont égaux à un seul sous-groupe 
de G qu'on note Z{P). Soit M D L D K des corps de nombres tels que L/K et M/L soient galoisiennes. 
SiP D ^ D P sont des idéaux premiers de M, L et K respectivement, alors e(P, P) = e(P, ^) • e(^, P). 
II en est de mème avec les f et les r. 

Soit L/K est une extension de corps de nombres. Soit a G L et fia '■ L ^ L défínie par iiaiP) = a - (3. 
C'est un endomorphisme K-linóaire de L. On dcGnit iV/^/^(a) = dct c'est la norme de l'extension 
L/K. On a Ni^/ji{a ■ (3) = A^l/k («) • ^l/k{P)- Si a £ K, Ni^/x{a) = a". Si l'extension est galoisienne 
de groupe G, Ni^/x{o^) — IlcreG '^i'^)- On a \ Ni^/q{a)\ = N{a-OK), la norme absolue. Si K C L C E sont 
des corps de nombres, et a G E, alors Ne/k{<^) = ^ l / e / l{oí)) ■ Enün, il y a une troisième norme 
différente, qu'on appellera Norme relative de L sur K défínie comme suit : si ^\P, avec P idéal premier 
de K et ^ idéal de K, on défínit N^/kÍ^) = P^^^^^\ On prolongo multiplicativement cette norme à 
tous les idéaux fractionnaires. Si a est un idéal fractionnaire de K, Ni^/k{(í ■ Ol) = oú n = [L : K]. 
On a aussi Nl /_r- (a • Ol ) = / a: (a) • Ok , ou Nl jk ip) est la norme défínie précédemment. Enfín, si L/K 
est galoisienne de groupe G et si a est un idéal fractionnaire de L, alors N^/xia) ■ Ol = rio-gG '^('*)· 
Soit m un entiers positií. Alors l'extension 'Q{C^)/'Q est une extension abélienne de groupe de Galois 
G isomorphe à (Z/mZ)*. L'isomorphisme est canonique : at € G défíni par C„ ^ est envoyé sur la 
classe dc t modulo m. On peut voir que que si p jfm, alors p (c'est-à-dire pZ,) ne ramifíc pas dans Q{C^) . 
D'autre part, si m — p est un nombre premier, alors J3Z[Ç] = (1 — Cp)^^^^[Cj,] (nous démontrerons ce 
résultat au Chapitre 6). 

Soit P un ideal dc Q(C„j) au-dessus de p J{ m. Alors f{P\p) est l'ordre de p modulo m et Z{P) est Ic 
sous-groupe de G engendré par Cp. De plus, pour tout a € "^[C^], on a ap{a) = (mod P), on appelle 
Up l'automorphisme de Frobenius de P sur p. 
Preuve 

Tous ces résultats se trouvent dans [Nar]. 



Nous voici alors fin pres pour cnonccr et dcmontrcr Ic premier resultat de Stickelberger qu'on appellera 
la congruence de Stickelberger. On fixe p un nombre premier et g = p^ . Dans Q(Cq_i)) P ne ramifie pas. 
Soit ^ un idéal premier de Eq-\ au-dessus de p. Soit encore /o = /(^b)- On vient de voir que /o est 
l'ordre de p modulo q—1, c'est donc le plus petit entier positif k tel que p'^ — 1 est un múltiple de g — 1. 



Donc, /o = /, et donc F := Eq-i/^ est d'ordre q. Notons w le caractère multiplicatif défini par 




On a vu que la somme de Gauss G{w°') G Q(Cp(q_i)) pour tout a gN. Soit P un idéal premier de í?p(q_i) 
au-dessus de ^. 

Soit < a < ç — 1. Alors a s'écrit de manière unique a = ao + aip -\ \-af-ip^~^ avec < üí < p — 1. 

On definit s{a) = X]i=o '^i '^^ li'^) = ciolciil ■ ■ ■ a/'-i!- Et on prolongo s ct 7 à N tout entier en decretant 
qu'ils sont de période q — l. Autrement dit, si a = a (mod q — l) avec < a < q — 1. Alors on pose 
s{a) = s{a) et 7(0) = 7(0). Finalement, on note tt pour ( — 1 et on se souvient que pEp = ■K^~^Ep. 



Théorème (la congruence de Stickelberger) 



Soit a e N. On a la congruence suivante : 

Gicj") _ 1 



(mod P). 



7r«(«) 7(a) 
Preuve 

II suffit de prouver le théorème pour < o < g — 1. On va faire une récurrence sur s{a). Remarquons 
d'abord une chose : si < a = 6p < ç — 1, alors s{a) = s{b) et 7(0) = 7(6). De plus, si í e F*, alors 

Tr{tP) =tP+tP^ -\ ^■^ = ^''(*)· Donc, en posant x = w*, on a : 

Gio.'n = - E x^wC'*' = - E xinC'^' = - E x{t)Ç''' = g{.\ (^) 

íeF* ÍSF* teF* 

car si t parcourt F*, alors f aussi (p est premiers k q—1). 
a) Si s{a) = 0, alors a = et G(l) = 1 et 7(0) = 1. Donc, c'est en ordre. 



b) Si s{a) = 1. La relation (i) nous montre qu'on peut supposer a = 1. On se souvient (relation (5)) 
que J2teF' ^('^) — 0- Ainsi, 

ÍGF* íeF* 

Si í G F*, on notera t' € -Eg-i l'unique racine g — l-ième de l'unité représentant t (Lemme IMP), si bien 
que a;(í) = t'~^. Si m est un entier représentant Tr{t) modulo p. Alors on a C^'^^*^ ~ ^ ~ ^ ~ ^ ~ 

{(^ — ^ H + Cp + 1)- Or, II est évident que pour tout r, en utilisant une mème relation, = 1 

(mod nEp). Ainsi donc, on a 



m (mod nEp). 



Mais, d'autre part, m = Tr{t) = í + + í^' + • • • + í^^ ' (mod p). Donc, w = í' + í'p + • • • + í'^^ ' 
(mod ^}). Or, TríJp C P et ^ C P, donc ces congruences sont a fortiori vraie modulo P. Ainsi, 

= ^iW + í'^ + • • • + t'P'") (mod P). 

tGF* 

Or, on se souvient que Lü{t) = t'~^. D'autre part, comme |F*| = q — 1, il existe un générateur í G F* tel 
que t' est Cg.i- obtient alors : 

= ^ (1 + í'^-^ + • • • + 



teF* 

()-2 (/-2 



Í£F* n=0 n=0 

^(9-l)(p-l) _ ^ >(9-l)(p^-'-l) _ ^ 

= g-l+ +•••+ '"^^-^-^-1 =9-l^-l("^°d P). 

On a donc montré le cas s{a) = 1. 
c) On suppose < a < g — 1, s(a) > 1 et le théorème vrai pour tout b tel que 0<ò<g— let 
s{b) < s{a). Posons a = üq + aip + • • • + aj-ip^^^ . Par la relation (i), on pcut supposer que ao 7^ 0. 
On a alors s(a - 1) = s{a) - 1 et a - 1 > 1. Par le Lemme 2, G(w"-i) • G(cj) = G(w'') • J(w, 
Posons 6 = ç — a = (g — 1) — (a — 1) > 1. Si í 7^ 1 et w = 1 — í, alors w(l — í) = € -Èg_i avec 
u' = 1 - í' (mod «p). On alors ^""1(1 - í) = ■íí'-(''-i) = = (1 - t'f (mod qj). Remarquons que 
la dernière congruence est aussi valable si í = 1. On a alors 



-J(w,w"-i) = ^w(íK-Hl - t) 



5^c.(í)a;«-i(l-í)^^í'-i(l-í') 



teF* íeF* 

teF* j=o j=o teF* 

^ V ' 

=0 sauf si j=l 

— ò • (g — 1) = —a = — ao (mod P). {Ui) 



Or, < ao < p — 1, donc p /f «o. Donc ao est inversible modulo P. Par hypothèse de récurrence, et le 
cas a = 1, on a ^^^(a-i) ■ = -y^a-i) ' 1 (mod P). Et finalement, 

G(a>°) ^ G(a>°-^ ■ Gjüj) 1 (tó) 1 ^ ^ p 

7rs(a) ~ 7rs(a-i).7r J(w"-i,w) ~ 7(a - 1) • ao ~ 7(a) ' 

□ 



Définition 

Soit A un anneau de Dedekind (un anneau de Dedekind est un anneau dont l'ensemble des idéaux 
fractionnaircs est un groupc abolien, par exemple l'anneau des cnticrs d'un corps dc nombres) . Soit a un 
ideal fractionnaire de A. On sait que a = 7-*[^ • • • P^' oü les idéaux Vi sont premiers et les Tí G Z. En 
outre, cette écriture est unique. Pour i = 1, . . . , r, on pose v-p. (a) = rj et si P est un idéal premier diíFérent 
des Pi, on pose v-p(a) = 0. Si K est le corps des fractions de A et x G K, on pose v-p{x) = V'p{{x)), oíi 
(x) est l'idéal fractionnaire engendré par x. 

Corollaire 

Sous les mémes hypothèses et notations que celles du thcorcme précédent, on a, pour tout a € N : 

í;p(GK)) =s(a) (6) 

Preuve 

Résumons-nous : on a tt = Cp ~ 1 et pEp = -KP~^Ep, donc e{'nEp\p'L) — p—1. D'autre part *P est un idéal 
premier de -Bg_i au-dessus de p, comme p ne ramifie pas dans Q{C^_-^), on a i'(p(p) = 1, car e(^|pZ) = 1. 

Si on reunit le tout dans £^p(q-i), on trouve ^EpÇg^i) = p(p-i). En cffct, e(P|pZ) = e(P|«P) • e{^\pZ) = 
e(P|í?) < [Q(Cp(,_i)) : Q(C,_i)] =P- 1; d'autre part, e(P|pZ) = e{P\7r Ep) ■ e{TrE p\pZ) = e{P\TrEp) ■ (p - 
1) > p — 1. On en déduit que e(P|pZ) = p — 1, donc e(P|7ri?p) = 1 et ainsi vp(7r) = 1. Donc, comme 
7(0) est inversible modulo P et qu'on a montré que = (mod P), on en déduit le corollaire. □ 

Définition 

Soit p un nombre premier, m > 1, tel que p J[ m. Posons P un idéal premier de E^ au-dessus de p. 
On pose F = E^/P, f = f{P\p)- On a |F| = pf =: q. Posons G = Gal(Q(C^)/Q) qui est isomorphe 

à ÇZ/mZ)*, Gt ^ t avcc (^liQ^-) = C^- Evidcmmcnt, il nc faudra pas confondre G avec une somme de 
Gauss, mais le contexte permettra de différcncicr les dcux objets 

Soit A un anneau commutatif, on définit A[G] = {J2teCí/mZ)' '^t'^t I ^ ^i- C'est un anneau (dont 
l'addition se fait terme à terme et la multiplication est licritcc dc cclle de A ct dc la loi dc composition 
de G). On appelle A[G] l'algèbre de G sur A. Dans un premier temps, nous étudierons A[G] pour A = Z, 
puis, nous serons obligé de passer à un corps fini pour pouvoir utiliser le fait que K[G\ est semi-simple 
si K est un corps ct si sa caractéristique ne divise pas \G\. Mais n'anticipons pas, nous verrons cela en 
temps voulu !! On fait agir (exponentiellement) Z[G] sur Q(C„) : soit A = '}2ite(i-/mZY ^t'^t ^ ^[^] 
x e Q(C„); on pose 

te(Z/mZ)* 

De méme si a est un idéal fractionnaire de Q(Cm) ou méme une classe d'idéaux, on pose 

= Ylteii./mi.y '^ti^y ■ Et on vérifie facilcmcnt que {x^Y = x^f^, x^x^" = x^+i^ et (xy)^ = x^y^. 
Et de méme pour les idéaux ou Ics classes d'idéaux. Remarquons que si nous avions défini une action 
multiplicative du genre A • a; = J2'^tO't{x), les choses ne se seraient pas si bien passées au niveau des 

idéaux... On note x le caractère définit par (^)^ ■ Notons encore Pt = 7-"^* si t parcourt (Z/mZ)*. 
Par transitivité de l'action du groupe de Galois sur les idéaux au-dessus d'un idéal fixé, les Pt parcourent 
les idéaux de Q(C„) au-dessus de p, chacun apparaissant / fois. 

Lemme 5 

Soit G{x) la, somme de Gauss du caractère déGni précédemment. Alors G(x)™ e QÍC^) a 

GixrEm = n 

íe(Z/mZ)» 

avec, pour tout t, n = • 
Preuve 

Le fait que G(x)"' S Q(C„) provicnt Icmmc 3 c) ct du fait que x est un caractère d'ordre m. Le méme 
lemme 3, nous apprend que G(x) • G(x) ^ q— p^ ■ Donc, les idéaux qui apparaissent dans la factorisation 
de l'idéal engendré par G(x)™ sont les Pt- II suSit donc de montrer que v·pj(G(x)™) = ^^ys ■ 

Puisque m\q — l(lemme IMP), on a une tour de corps Q C Q(C„) C Q(Cq_i) C Q(Cp(ç_i))· choisit un 
idéal *p de Eq^i au-dcssus de P et un idéal P de Ep(q^i) au-dessus de On a que Cp n'est pas ramifié 
au-dessus de p (car p ne divise pas q — 1), donc, ^ n'est pas ramifié au-dessus de P. Donc, 



c'est-à-dire í;(p(a-Eg_i) = v-p{a} pour tout idéal a de Em- En revanche !pi5p(g_i) =PP ^ (voir coroUaire 
précédent). Donc, 

vp = {p- 1)%, (m) 

(c'est-à-dire {p — l)í;(p(a) = ■í;p(a-Bp(g_i)) pour tout idéal o de QÍCg.i)- H est clair que -Eg_i/!p contient 
canoniquement Em/V, or on a vu (juste avant la congrucncc de Stickelbcrgcr) que = q, mals 

on a aussi lEm/V] = q. Donc F = Eq-i/^ = Em/V. On note à nouveau uj le caractère multiplicatif de 

F . On a alors 

X = cj ™ , (lli) 
en effet, soit a € Em- on a : x~^{<^) = {^)m ^ (mod et u>~^{a) = = a (mod Donc, 

g-l ^ q-l 

" = a (mod ^). Cette congruence est aussi valable modulo V = ^inEm- Donc (^^^ " = 

(mod V), ce qui veut dire que = car on a vu au Lemme IMP que toutes les racines 

m-ième de l'unités étaient distinctes modulo V. 

Soit (7t G G. On note aï l'élément de Gal(Q(C^p)/Q) tel que o7 |q(ç )= et aï |q(^ )= IdQ(^ ) (ce 
résultat est aussi un résultat classique de la théorie de Galois). Calculons : 



{iv) 



D'autre part, 



On trouve enfin, en posant a = : 

vvAGixD = vv{G{xrr) = vAGixT) = mvr{G{x*)) mvr{G{u;'^)) ^í;p(G(a;«)) 

(6) m í tiq - ly 
— -s ' 



p — l \ m 

□ 

Lemme 6 

Soita e N, on rappelle que s{a) = '^(Zq a-t oúa = ao+aip-\ \-af-ip^~^ (mod q—1) avecO < a, <p—l. 

Alors on a : 

/-i / \ 

s{a) = (p — l) ■ / ) oú (x) est la partíe fractíonnaire de x. 

i=o ' 

Preuve 

Comme p^ = 1 (mod q— 1), on a le système de congruence 

a = ao + aip H h a/_ip-^~^ (mod q — 1) 

a·p = üf-i +aop-\ \-af-2P^~^ (mod q-l) 

a ■ p^~^ = a\ + a2P H + aop^~^ (mod q — 1). 

On remarque que le membre de droite de la i-ième congruence divisé par q—1 est (yfzj'^ pour < * < 
En sommant le tout, on obtient 



□ 



Théorème (la relation de Stickelberger) 

On se souvient que V est un idéal premier de Em = ^[C^] au-dessus dep )( m et x est le caractère (p)^- 
Alors on a 

ou 

te(z/mz)» í = 0, ...,m-l 

(í, m) = 1 

L'élément 8 s'appelle Vélément de Stickelberger. 
Preuve 

Soit íi, . . . , íg un système de representant de {'L/m'L)* modulo le sous-groupe engendré par p (remarquons 
que íj""'^, . . . , est aussi un système de représentant modulo le sous-groupe engendré par p). On a vu lors 
du rappel sur la théorie de Galois que Z(J^) était le sous-groupe de G engendré par Up. Donc Vt^ , Vtg 
est la liste (sans redondances) des idéaux premiers de au-dessus de p. Donc, 

— - ' 't,{q-l)\ 



On remarque que p'tt avec l<i<getO<j<f — 1 représentent tous les éléments de (Z/mZ)* et on 

sait (puisque Z^P) est le sous-groupe de G engendré par C7p) que 'P'^** = V . Gràce, au lemme 6, on 
trouve alors : 

avec la convention que X]™* veut dire . □ 

íe(Z/mZ)* 



Lemme 7 

Soit un corps de nombres galoisien, a un idéal fractionnaire de K et m G N. Considérons C la classe 
dc a. Alors il existe b G C tel que m soit premier à b, c'est-à-dire v-p{b) ■ v-p{mOK) = pour tout idéal 
prcmicr V . 
Preuve 

C'est un corollaire du théorème chinois, on pourrait le mettre en exercice, mais comme c'est court, on le 
donne quand méme : on a a = Ilpep^"''^"^ tuCk — Opep^"^^'"'^^^- ^oit V l'ensemble des idéaux 
premiers qui divisent a ou mOK- Pour tout V GV, on choisit x-p G p^'^i'^) \ ■pvvia)+'í_ p^j. théorème 

chinois, il existe a (E Ok tel que a = x-p (mod 'P"t'(°)+1). L'idéal fractionnaire répond à la question, 
car vp{^a) = vp{^) + vp{a) = pour tout V G V; et si P ^ V , alors vp{mOK) =0. □ 



Corollaire 

Soit a un idéal fractionnaire de Q(C^). Alors a™® est principal 
preuve 

Par le lemme 7, on peut supposer que a est premier à to. Pour tout idéal premier V divisant q, on a gràcc^ 
à la relation de Stickelberger que "P"'® = (G(x))™ et on conclut gràce à la multiplicativité dc l'action de 
Z[G] sur les idéaux. □ 



Définition 

On note /sí(Q(C^)) = Z[G] n 6Z[G], appelé l'idéal de Stickelberger. Soit b est un nombre entier premier 
à m, on note = (ctí, — 6)8 € 8Z[G]. 



Lemme 8 

Sous les mèmes hypothèses, on a : 
Preuve 

II suSit de montrer que 8;, € Z[G]. On a 



Attention, quand on note 6 ^, ça veut dire qu'on considère un entier b ^ tel que bb ^ = 1 (mod m). On 
trouve 



í = 0, . . . , m — 1 

(í, m) = 1 

Posons < r < m et s tels que bt = sm + r alors on a (^) = = b:^ — s et s = í^l , ou \x] désigne la 

\ fit I lli llh L lïl' J ^ ^ 

partie entière de a; . Et ainsi, 



06 = - E 

í = 0, . . . , m — 1 
(í, m) = 1 



(7,-1 G Z[G]. 



(7) 



□ 



Exemple important 

Si TO = p est un nombre premier impair, 5=2 ct 1 < t < p — 1 alors 



si í < 2^ 

1 si í > 2±i 



Ainsi, 



■E 

í=i 



E -r^ 



(8) 



Lemme 9 

L'idéal de Stickelberger Ist{Q{C^)) &st engendré par les Qt, en tant qu'idéal (et mème en tant que Z- 

module) 

Preuve 

Soit pe G /st(Q(C„)). Ce la veut dire que /? G Z[G] et /JG G Z[G]. Posons /3 = X;r* ^t^t avec G Z 
pour tout t. On a 



te(Z/mZ)* / \ae(Z/mZ)* / t,ae(Z/mZ)* 



a=cí 



, TO 

ce(Z/mZ)* \íe(Z/mZ)* 



GZ par hyp. 

En particulier, si c = 1 on a X^™* bt{^) G Z. Donc 

Eòt — =: u ^ ou encore òtí = uto. 

TO 

0<í<m 0<í<TO 
(í, to) = 1 (í, m) = 1 

Remarquons la petite astuce suivante : to6 = (to + 1 — am+i)® = — ©m+i- Ainsi, on a 

=Id 



E btat\&= E bticjt-t)e+l E Mje= E + íírne 

VeíZ/mZ)* / 0<t<TO ^0<í<to ^ 0<í<to 

(í, m) = 1 (í, m) = 1 (í, m) = 1 



est bel et bien engendré par les Os. 



□ 



Théorème de Stickelberger 

L'idéal de Stickelberger /sí(Q(C„)) annulc Ic groupe des classes d'idéaux de Q(C„). 
Preuve 

Soit V un idéal premier de premier à m. La relation de Stickelberger nous donne : 7^™^ = G{x)"^Em, 
idéal qu'on note (G(x)'"). Elevons ceci à la puissance — b, on trouve "P™®!- = (G(x)'")'^''~* = 
(G(x)°^''^'')™, oíi ab est l'extension de à Q(Cp„) telle que o'tiCp) = Cp {P étant le nombre premier 
au-dessous deV). 
Afflrmation : G(xf"-' G Q{CJ- 

L'afFirmation mentre qu'on pcut "cnlever le m", c'est-à-dire V®'' = {G{x)'^''~^)· On a donc montré que 
a^'· est principal pour tout idéal a premier à mE^. Mais on a vu (Lemme 7) que dans toute classe 
d'idéaux il existe un représentant premier à mEm- On en déduit le théorème puisqu'on vient de voir que 

Ics Qb cngcndraicnt l'ideal dc Stickelberger. 

Pour prouver l'affirmation, il suffit de montrer que G{xY''~^ est invariant par G' := Gal(Q(Cp^)/Q(C„))· 



Soit c e Z tel que {c,pm) = 1. Tout élément du groupe Gal{Q{(^^) /Q) s'écrit tel que Tc{C^^) = C^^. 

On a alors G" — {tc | c = 1 (mod m)}. On se souvient que, pour tout a; G F* = Em/V, on a que x{^') <3st 
une racine m-ième de l'unité et que il^ix) est une racine p-ième de l'unité, de plus si x parcourt F*, alors 
cx aussi . On a alors : 

- xixmx) =-J2 xixMxy = -J2 X''{x)^{cx) 

xGF* / a:GF* xe¥* 

= -X-\c) X\cx)i,{cx) = -x'\c) Y X\x)^{x) 

= X-\c)G{xr- « 
Le méme càlcul avec 6 = 1 donne (G(x))^° = X~^(c)G(x) qui, élevé à la puissance 6 donne 

(«(x)")^" = X-\c)G{xf. (ü) 
Le quotient des deux égalités {i) et {ii) nous donne bien 

(G(xr-'')-= = G(xr-' 

Ce qui prouve l'affirmation et donc le théorème. □ 



Nous allons maintcnant montrer un résultat qui sera utilisé "en passant" au chapitrc 7. Le problcme est 
qu'il faut faire pas mal de définition et de "rappels" . Pour la fin de ce paragraphc, on va supposcr que 
m = p est un nombre premier. Bien súr, il y a un problème de notation, car avant, p ctait un nombre 
premier qui ne divise pas m. Mais nous ne rencontrerons plus ce p-lk. Donc G = Gal(Q(Cp)/Q) est de 
cardinal p — l. 



Définition 

Soit X un caractère multiplicatif de G impair, c'est-à-dire x(^l) = ^1- On sait que G est isomorphe à 
(Z/pZ)*. On peut prolonger x à tous les entiers en posant x{x) = x{x) ou x est la classe de a; si a; n'est 
pas un múltiple de p, et x{x) = sinon. On définit la sèrie L de Dirichlet 

n=l 

Lemme 10 

Sous les mèmes hypothèses celles de la défínition précédente, on a : 

O^Lil,x) = '^^^^-YaW). 

a=l 

Preuve 

Le fait que L{l,x) 7^ est prouve dans [Was, Corollary 4.4, p. 34] et l'autre égalité est donnée dans Ic 
méme ouvrage [Was, Theorem 4.9, p.38]. □ 



Définition 

Notons í. pour fT_i (la conjugaison complcxc) qui est l'unique élément d'ordre 2 dans G. Soit R un anneau 
commutatif et M mi iï[G]-module. On crée deux nouveaux modules = {x e M | = ix}. Ce sont 
des sous-iï[G]-niodules de M. Si 5 e iï, alors on pose = ^J^. On vérifie facilement que = 
£+e~ = et £+ + £~ = 1. Ainsi, M = s+M 8 e~M et M^i^ = s^M. Si 5 ^ -R, alors on pose = 1 ± t, 
on a encore une somme directe et £+M ® £:~M c M, et l'indice est une puissance de 2. On observe en 
passant que c^a • (- = c-a- 

Supposons R = Z. Si a; = J2creG ^t'^j on note pour J2creG l'^'^l· 

On definit alors I = Ip = (1 — On a évidemmcnt I C I^/. := Istr\Z[G]^ oíi dans ce cas, Z[G]~ = (1 — 
l)Z[G]. C'est une vérification facile : il est clair que (1 — l)Z[G] C Z[G]~. D'autre part, si a; = X]j=i '^j'^j 

est tel que que lx = —x, alors on voit que pour tout j, Up-j = —aj. Donc, en posant y = '^j^ii 
alors on a a; = (1 — i)y. 



On sait (Lemme 9) que Igt est engendré par :~ —9b — {h — ab)Q = X]a=i 
et gp := pO = {{p + 1) - 0-^+1)9 = -9p+i = J2 



p-i 



(jj . Posons, pour i = l, 



,p-l: 



fi = 9 



'i+i - yi 



E 

a=l 



( 


'a{i + iy 




ai 


) 




. p . 




.P. 





On observe que les coefficients des fi sont ou 1. Puisque gi,g2, ■ ■ ■ ,9p engendrent Ist et que gi = 0, 
alors /i, . . . , fp-i engendrent aussi Ist- Finalement, on remarque que 



p-i 

a=l 



( 


ap 




ïa{p-l)^ 


) 




. P . 




. p . 





p-1 

-a' = E 
a=l 



V =«-1 / 




a=l 



Définissons enfin Cj = (1 — í-)/í, i = 1, . . . ,p — 1. 



Lemme 11 

Sous les mèmes hypothèses, on a 

ii/.ii = 

b) /i, . . . , fp^ et s{G) engendrent Igt Qui est, conune Z-module, de rang 

c) ei, . . . , engendrent I qui est, comme Z-module, de rang 
Preuve 

Soit 1 < i < ^ et 1 < a<p-l. Onaa(i + l) = kp+r (0 < r <p). D'oü {p-a){i+l) = {i + l-k)p-r = 
{i — k)p+ {p—r). D'autre part, ai = lp + s {0 < s < p). D'oü {p — a)i= {i — l)p — s= — l)p+ {p — s). 
On en déduit : 



( 


"a(i + !)■ 




ai 


H 


'{p-a){i + iy 




■ {p - a)i 




. P . 




.P. 




p 




. P 



= {k-l) + {{i-k)-{i-l- l)) = 1. 



Donc, si Ic coefíicient de dans fi est 1, celui de est 0, et vice versa. On en déduit que ||/i|| = 
donc, a) est prouvé. On a aussi (1 + = s(G). 

Puisque Cj = (1 — on a ||ei|| = {p— 1) (car, là oü il y avait des 0, on trouve des -1 et les 1 restent). 
De manière analoguc. si a{i + 1) = fcp + r (0 < r < p), alors a{p — i — l) = {a~k — l)p + {p — r). Et si 
ai = Ip + s (0 < s < p), alors a(j> — i) = {a — l + í)p + (p — s). On en déduit : 



'a{i + iy 




ai 


= k — l et 


'a{p-iy 




a{p — 1 — i) 


. p . 




.P. 




. p 




P 



= {a-l-l)-{a-k-l) = k-l. 



Donc, fi = /p_i_i. Cela prouve que /i, . . . , f p-i et s(G) engendrent Ist- En appliquant (1 — t), on trouve 

que ei, . . . , engendrent /. Si on montre que ei, . . . , est une base, alors /i, . . . , f p-i et s(G) 
2 2 2 

formeraient aussi une base : si Ai/i H + Ap-i fp-i + Ap+i s(G) = 0, appliquant (1 — t), on trouve que 

Xi — - - - — Ap-i = et donc Ap+i ~ 0. Pour cela, il suffirait de montrer que la matrice ( ^ 
est inversible !! mais vous pouvez toujours essayer, c'est vachement dur !! 

On va s'y prendre de manière un peu dctournée (on utilisera entre autre le lemme préccdent, ('faut bien 
qu'il serve à quelque chose)). II suíRt de montrer que I est de Z-rang Mais, 2I~^ c I C I~f- La 



première inclusion vient du fait que si x € Ig^ alors 2x = {1 — l)x G /, la deuxième est triviale. II sufíit donc 
de montrer que 7,"^ est de Z-rang Mais Ist = Z[G]enZ[G] et donc J;^ = Ist^'L[G\- = Z[G]enZ[G]- . 
Ainsi, J := Z[G]^0nZ[G]" C Donc, si on arrive à voir que J est de rang 2=1 ou méme que Z[G]~© 
est de rang ^zl^ on a gagné. Pour cela, il suffit de montrer que la multiplication par 6 dc C[G]~ dans 

lui-méme est injective (et méme un automorphisme C-linéaire). On sait que G, l'ensemble des caractères 
de G est isomorphe aux caractères de (Z/pZ)*, donc on notera xi^) au lieu de xi^a)- Posons, pour 
X G G = ^ EaGGX(í^)c^"^ = Ea=} x{a)o-'^ . On vérifie que = e^, e^e^ = si x 7^ i/-, et 
E^gg^x ~ 1- C)n a donc, C[G] = ©^ggC[G]£^. En comparant Ics dimensions, on voit que chacim 
des 'C[G\e^ est de dimension 1 sur C. Donc C[G]e;^ = C£;^. Et, puisque ce sont des idéaux, on a 
QCe-^ C Ce-^. Donc, la base des diagonalise la multiplication par ©. On vérifie aussi que pour tout 

0- e G et X e G, on a C7£x = x{'^)^x· ^onc Qe^ = (^^ YZ=i «x(a)) ^x- particulier, ls^ = x{-í)sx- 
Donc, C[G]~ = 0^ impair^l^l^x- Mais, on sait que (Lemme 10) : 



Donc, la matrice de la multiplication par Q vue dans la base des est diagonale et chaque élément de 
la diagonale est non nul. Donc la multiplication par est un automorphisme de C[G]~, ce qui prouve 
notre lemme. □ 



CHAPITRE 6 
Premier Théorème de Mihàilescu 



On va, dans ce chapitrc, montrer un théorème qui prolonge les relations de Cassels. II sera une brique 
essentielle pour la preuve finale : 

Théorème 1 (Théorème 1 de Mihàilescu) 

Soit p et q des nombres premiers impairs, et x, y des cntiers non nuls tels que — y'^ = 1. Alors on a ; 

p'^\y, q^\x, = 1 (mod ç2) et ç^-^ = 1 (mod p^) (7) 



Evidemment, il va falloir faire qualques lemmes et rappels. Nous aurons en particulier besoin du théorème 
de Stickelberger et des relations de Cassels. Nous allons commencer par un lemme simple, mais génial : 

Lemme 1 

Soit K un corps de nombres et V un idéal premier de Ok tel que N('P) = |Oif /Pj = p-^ avecp un nombre 
premier. Supposons que a, l3 G Ok soient tels que oF = (mod 'P). Alors oP = (mod V^). 
Preuve ^ 

Pour tout X e Ok, on a évidemment x^ = x (mod V) (car Ok/V est un corps fini à p^ éléments). Ainsi, 
dc aP = fiP (mod V) ct elevant à la puissance p^~^, on obtient a = a^^ = (3^^ = (3 (mod V). Posons 
7 = a — /3 € D'autre part, p GP, ainsi : 

aP - = + j)P - f3P = J2 í^) e ríOK + I^Ok C 

□ 



Lemme 2 

a) Soitp un nombre premier. Alors pour tout i = l,...,p—l l'élément est un inversible de Z[C ] ce 
qui montre que pZ est un idéal qui ramiüe totalement dans '^[CJ, en outre, il est le seul qui ramiíie. 

b) Si u est un inversible de alors ^ est une racine 2p-ième de l'unité ou ici ü désigne le conjugué 
complexe de u. 

Preuve 

La partie a) est un coroUaire du rappel qu'on a fait sur les corps cyclotomiques au chapitre 5, mais c'est 
court et joli à démontrer, on va donc le faire : 

= x^-^ + x^-^ + ... + x + i = M^) = llix - Cj 

X L , 

En évaluant en 1, on trouve p = 11?=! (1 ~ Cp)- D'autre part, si 1 < i < p — 1, on a 
V j=l fe=l 



ou N = Nq(^^ yq. Donc, A''((l — C^)/(l — Cp)) = 1- Or, pour tout x, N{x) = x ■ Yl^^c^ix) ou a parcourt 

les éléments du groupe de Galois de Q(Cp)/Q· Donc, on a montré que (1 — Cp)/(1 ~ Cp) est une unité de 

Ep et donc que pEp = (1 — (^y~^Ep. Le fait qu'il soit le seul à ramifier vient du fait que le discriminant 

dc Q(C ) sur Q vaut ±pP~^, car seuls les premiers divisant le discriminant ramifient (c'est un théorème 

qui est montré dans Samuel, [Sam, Théorème 1, § 5.3]). 

b) Cela se démontre gràce au sous-lemme suivant : 
Sous-Lemme 

Soit K un corps de nombres de degré n et a £ Ok- Si \cr{a)\ = 1 pour tout plongement complexe a de 
K. Alors a est unc racinc de l'unité. 
Preuve du Sous-Lemme 

Les nombres a'^,a^, . . . sont dans K et donc leur polynóme minimal est de degré inférieur ou égal à n. De 
plus, tous les cr(a*) sont de module 1. Fixons un k et posons f{x) = + am-ix"'~^ H h aix + oq = 



X]cr(^ ~ ^i'^'^)) (™ — "^)! polynóme minimal de a*^. Puisque les a{a'') sont de module 1, on voit que 
\ai\ < maxj=i_...^m Donc les üí possibles ne sont qu'en nombre fini. II existe donc ki > k2 tels 

que a'^i — a'^^ ou encore a'^^^'^^ — i ce qui veut dire que a est une racine de l'unité. □ 



Pour tcrmincr la partie b) du Icmmc, il suffit de reniarqucr que o·(-) 



a(u) 



cr(ll) 



= 1. pour tout 



a dans le groupe de Galois de Q(Cp)/Q, car ce groupe est abélien et que la conjugaison complexe en est 
un élément. D'autre part, puisque u est dans Q(Cp) = Q(C2p)> 'loit étre une racine 2p-ième de l'unité 
(pas forcément primitive). □ 



Preuve du Théorème 1 

Nous aurons besoin de deux ingrédients essentiels dans cette preuve : les identités de Cassels et le 

théorème dc Stickelberger. Supposons donc que — = 1 avcc p, q premiers impairs. Les identités de 

Cassels nous donnent que x = 1 (mod p). Donc, a; — 1 e pEp C (1 — Cp)Ep, pour tout z = 1, . . . ,p — 1. 

Cela veut dire que x — = x — 1 + 1 — € (1 — Cp)Ep· 0^ ^ alors /3j := ^— ^ € Ep. Pour tout j ^ i on 
observe la relation 

(i-(;)A-(i-c;)/3, = c;-c;. (í) 

Mais, il est évidcnt (en vcrtu du Icmmc 2 a)) que (1 — Cp)Ep = (1 — C'p)Ep — iC'p ~ '^p)Ep — (1 ~ Cp)E!p. 
En divisant la relation (i) par 1 — C^, on trouve que les idéaux PiEp et PjEp sont premiers entre eux. 

Maintenant vient une jolie idée : les relations de Cassels nous apprennent que ^^Zi = p ■ v'^ pour un 
certain v gZ et que q\x. Ainsi, 

t\ t\í-Cp i^-^)-p 

On vicnt dc voir que les l3iEp étaicnt premiers entre cux. Donc, en vcrtu dc l'unicitc dc l'écriture des 
idéaux en produïts d'idéaux premiers, on en déduit que pour chaque i, il existe un idéal Vi tel que 

PiEp = (9) 

Soit 6 e /sí(Q(Cp)) un élément de l'idéal de Sickelberger (en fait, on prendrà 6 = —©2 défini lors du 
chapitre précédent). Posons /? = On a vu que {(íEpY = {V^Y = (Vf)' = a'-Bp pour un certain 
a e QicJ). Calculons : 

pour une mic miité e dc Ep-, ceci parce que {j3Ep)^ = (3^ Ep = (3^ Ep — a'^Ep. Posons A = (1 ~Cp ^)^· Alors 
il existe une racine 2p-ième de l'unité 5 telle que Ae = Xeó'^. En effet : écrivons 9 = Y^^iZi '^i<^i G "^[G] 
(rappelons que est l'application qui envoie sur (^^). D'une part, on a 

^ (i-Cp> ü(i-c;> ü ' ' 

qui est une racine 2p-icme dc l'unité. D'autre part, on a vu au Icmmc 2 que | était aussi une telle racine, 
donc le produit des deux aussi. Finalement, toute racine 2p-ième de l'unité est une puissance q-ième 
d'une autre racine 2p-ième de l'unité, car {2p,q) = 1. De (ii), on a : (1 — x(^ )^ = Aea'. En prenant le 
conjugué, on a (1 — x(^y = Xea^ = Aeí'a'. Donc, 

(1 — — (1 — ^Cp)^ = A£(a'^ — (Say), ou S est une racine de l'unité. 

Supposons maintenant (pour simplifier) que les coefficients de sont des entiers positifs (c'est le cas 
pour —62) ainsi, on reste dans les "vrais idéaux" plutòt que dans les idéaux fractionnaires et donc en 

particulier a £ Ep. Puisque q\x, on en déduit que (1 — )^ — (1 — = 1 — 1 = (mod qEp). Soit 

Q un idéal premier de Ep au-dessus de q. Puisque e est une unité et que A est une puissance de 1 — Cp 



fois une unité, et donc inversible modulo Q, on trouve que = {6a)'^ (mod Q). Et, gràce au Lemme 1, 
on en déduit que a"^ = (Sa)'^ (mod Q^). On a 

p— 1 p— 1 

(1 - xC/ = 11(1 - xC^r = 1 - x^^a^C; (mod x'). 



i=l i=l 



De méme, 



p—i p— 1 

(1 -a;Ç )^ = = 1 -x^Op-iCp (mod x^). 



i=l 



On cn dcduit que x -J^iZi 0'p-i)Cp = (mod Q^), car a;^ G Q^. On a bcsoin d'im petit Icmmc facile : 
si Q est un ideal prcmier d'un anneau de Dedekind avcc ab E ct a E Q, alors ò G Q ou a € Q^. Dans 
notre cas, cela veut dire que X)r=i ("^í ~ '^p-i)Cp = (mod Q) ou alors a; = (mod Q^). 
Supposons que (dj — ap_í)C^ = (mod Q) pour tout Q au-dessus de q. Puisqu'il n'y a pas de 

ramiíication au-dessus de ç, cela implique que X]r=i ~ '^p-OC^ •= (lEp, ou encore g|oi — üp-i pour tout 
i. On a dit qu'on prenait 6 = — G2 = Yl^Zl-í = Yli=i ^i^i^ — J2ï=i o-í'^í· On remarque que l'on a, 

si p > 3, = bp-2 = 1 et ap±i = 62 = 0. Cela voudrait dire que çlop^ — ap±i = 1 ce qui est absurde ! 

2 2 22 

On supposc donc que divise x, pour un ccrtain Q au-dessus de q, donc <j{Q)'^ divisc a(x) = x pour 
tout (T e Gal(Q(Cp)/Q). Or, a{Q) parcourt tous les idéaux au-dessus de q, cela implique que q'^\x, 

toujours parce qu'il n'y a pas de ramification au-dessus de q. Donc, par les relations de Cassels, il existe 
it S Z tel que p^^^ ■ u'' = x — 1 = —1 (mod ç^). Cela entraine, par le petit tlicorcmc dc Fermat, que 
= — 1 = (—1)'' (mod q), donc, par le Lemme 1, u"^ = —1 (mod ç^). Revenant aux mémes relations 
de Cassels, on obtient • = —p'^~^ = — 1 (mod g^), donc, en multipliant par —1, on a donc bien 
prouvé que 

39«-^ = 1 (mod 

Le fait que p'^\y et que qP~^ = 1 (mod p^) se démontre de manière identique. □ 



CHAPITRE 7 

Premiers contacts avec le groupe H et petites valeurs 
de p et ç 

Nous allons prouver que si p ou g //ip , alors — y'^ = 1 n'a pas de solution nou triviale. Le nombre 
h~ est ce qu'on appcUc Ic nomhre de classes relatifs de Q(Cp)/Q que nous allons définir tout soudain. 

Cela va en particulier montrer que p,q > 7. En fait des càlculs pas très long mais sous-jacents à une 
théoric un peu plus longues montreraient que p,q > 43, mais on n'aura pas besoin d'étre aussi fin pour 
la suite. 

Définissons déjà ce h~ : il est bien connu des théoriciens des nombres, car il intervient dans un pan de la 
démonstration du grand théorème de Fermat. 

Définition ^ 

Si n est un nombre entier positif, on déíinit C •= C + C = C + C oü S est le conjugué complexe de 

X. On peut montrer que Q(Cp ) est totalement réel (i.e. tout plongement de Q(C„) dans C est réel), que 
Q(C) {a; e Q(C„) \ x = x} est d'indice 2 dans On note Ep l'anneau des entier de Q{Q et E+ 

celui de Q(C^). On peut voir que £"+ = On note Un Ics invcrsibles de En et [/+ ceux de On 

note encore = Q^ — l\e générateur de l'unique idéal au-dessus de p, qui ramifie totalement. 

Lemme de Kummer 

Soit p un nombre premier impair. Alors on a 

Up = WpU+, 

oü Wp :— {±(^ \ < k < p — 1} est l'cnscmblc des racincs dc l'unité de Q(Cp)- Plus précisément, soit 

u G Up alors il existe 0<k<p— letuoG Up tels que u = (^uq. 
Preuve 

Par le lemme 2 du Chapitre 6, = = ±Ç . Montrons que le ± est de trop : supposons que u = —Ç ü. 

supposons que u = bo + bi(^-\ h bp-2Cp ■ De l'égalité bè-bète (qu'on a déjà utilisé et qu'on réutilisera) 

Cp = 1 + (Cp - 1), on déduit que 

u = bo + bi-\ h bp-2 = ü (mod nEp). 

Donc, par hypothèse, u = —ü = —u (mod nEp). Cela veut dire que 2u G wEp. Comme 2 ^ irEp, on en 
déduit que u G nEp ce qui est absurde, car u est inversible. Ainsi, on a u = (fü = ^'^ü pour un certain k, 
car (2,p) = 1. Posons uq = u( . On a üq = =uC, ^(^ = u( = uq G U^. Et bien súr u = (^uq. □ 

Lemme 1 

Soit K c L deux corps de nombres. Alors l'application a>-^ aL déGnit une application CCk — > CCl. A 
priori, cette application n'est pas injective. Mais si K = Q(Cp ) et L = Q(Cp), alors cette application est 
injective. 
Preuve 

Les idcaux fractionnaires principaux de K sont envoyés sur les idéaux principaux de L, donc cette 
application passe aux classes d'idéaux. 

Montrons d'abord en toute généralité que l'application a i— > oL est un homomorphisme injectif de 

l'ensemble des idéaux fractionnaire de K dans ceux de L. Soit a un idéal fractionnaire dc K tel que 
üOl = Ol- Alors évidemment a C et a = aOx C aÜL = Ol- Donc, a <Z K H Ol — Ok- De méme, 
ü^^Ol = Ol- Donc, on déduit de la mème manière que o^^ C Ok ou encore a D Ok (car O]^^ = Ok et 
le passage à l'inverse change le sens des inclusions). Donc, a = Ok- 

Montrons maintenant que dans notre cas, l'application reste injective sur le groupe des classes : soit 

C E^ tel que aEp = aEp (il est possible de supposcr que a C E^ , car on travaillc dans les classes 

d'idéaux). Puisque a = a et -Ep = -Ep, on a aEp = aEp. Donc il existe une e G ?7 tel que a = ea. Mais 
puisque e = = on a vu au Lemme 2 du Chapitre 6 que e est en fait une racine 2p-ième de l'unité. Sis = r]^, 
alors, en posant, comme au Lemme de Kummer = arj, on a P — arj = ^r/ = arj^^ = arj = j3. Donc, 
aEp = aEp = (3Ep. On en déduit que a = /3-E+, par injectivité de o i-^ a-L sur les idéaux fractionnaire de 



K dans ceux de L. Mais, a priori, e = (— C Y n'est pas forcément un carré, sauf si on arrive à prouver que 
l est pair. On remarque d'abord que si ï; = v^^Ep est la valuation de l'idéal au-dessus de p, alors v{bEp) 
est pair pour tout idéal b de E^, ceci parce que tt ramifie totalement au-dessus de p. En particulier, 

v{a) est pair, car il provient d'un idéal de K. D'autre part, = = — Ainsi, on a a = (=)'a. Donc, 
aW^ = aiT^ e £'+. On trouve alors l = v{aW^) — v{a) est pair. □ 

Notation 

Le Lemme précédent nous montre, entre autre, que le cardinal du groupe des classes de Q(Cp ) '■= 
divise le cardinal du groupe des classes de Q(Cj,) '■= hp. Le quotient s'appelle le nombre de classes relatifs 
de Q(Cp)/Q qu'on note h' . 

Définition 

Soit p un nombre premier impair. On pose comme souvent G = Gal(Q(C )/Q), de cardinal p—1. Notons 

L pour (7_i (la conjugaison complcxc). Soit R un anncau comniutatif et M un i?,[G']-module. On rappcUe 
que M"^ = {x G M \ Lx ^ ±x} qui sont des sous-_R[G]-niodulcs dc M tels que M = M+ © M~ si 2 est 
inversible dans R. 

On se souvient que l'idéal de Stickelberger Ist = Ist{Q{Cp)) = fi 6Z[G] avec 




On a vu au Chapitre 5 (Lemme 11) que I = Ip = {1 — L·)Ist était un Z-module libre de rang 
On pose 

E = {u{l-C/\k&'L,ueUp}. 

On voit que E est un sous-groupe de Q(Cp)*, c'cst aussi un Z[G']-modulc, car o·a(l — C^) = l^C^ = '^'i^^Cp) 

pour une certaine unité u. Enfin on voit que E — Z[C , i]*, car p = u{l — Q pour une certaine unité 
u. 

Soit q un nombre premier différent de 2 et de p. Si A est un groupe abélien on pose = {a^ | a e A} et 
A[q] = {a G A I = 1}. Si le cardinal de A est fini, A[q] est de cardinal 1 ou q. Définissons maintenant 
notre fameux groupe H : on notera 

H = {ae Q(Cp)* I v,{a) = (mod q) pour tout idéal premier r ^ nEp} /Q{Q*'' . 

II est évidcnt que q G ií si et sculcment s'il existe fc G Z et a un idéal fractionnaire de Q(Cp) tels que 

aEp = a'^(l-C^)''. On voit facilement que H est un Z[G]-module (aS "-'^ = JJ a{a)"-'' et UainEp) = irEp, 

pour tout a). II est clair que l'action de qZ[G] sur H envoie tout sur 1h, faisant de H un Fq[G]-module. 
On utilisera souvent cctte structurc, car 2 est inversible dans ¥g. 

Posons encore G+ le groupe Gal(Q(^^)/Q) — Gj < l >; son cardinal est On note encore CC le 

groupe des classes dc Q{Cj.)- Attention : CC^ qui est l'cnscmblc des classes d'idcaux dc Ep invariantes 
par L n'est pas l'cnsemble des classes d'idcaux de Q(Cp )) mais le second s'injecte dans le premiers (lemme 
1). Donc /i+||C£'''|. D'autre part, C£~ s'injecte dans CC sans rencontrer CC^. Donc, CjC~ s'injecte dans 
CjC/CjC~^, ou encore \CjC~\ divise j^Fj l^i divise 

Lemme 2 

On prend les mèmes hypothèses que pour les déünitíons précédentes. 

a) On a la suite exacte de ¥q[G\-niodules : 

— > E/E"^ — >H — > C£[q] — > 0. 

b) E/E'^ est invariant par l, donc est un Fg[G"'"]-moduie. 

c) H~ CC[qY — CC^[q\. Et on a la suite exacte : 

— ^ E/E'i — — > CC[q]+ — ^ 0. 



d) H est annihilé par I. 



preuve 

a) La première flèche envoie u(l — sur sa classe modulo Q(Cp)*^· Le noyau est évidemment E'l. 
Pour la seconde flèche, a G H est tel que aEp = a^(l — ^^)'^. On envoie alors a sur o. Puisque 
a9 = a{l — C )~'^Ep, la flèche est bien définie. Supposons que a appartienne au noyau de la seconde 
flèche. Alors il existe fc € Z et /? e Q(Cj,)* tel que aEp = /3«(1 — Cp)''Ep donc, 11 existe une unité u 

telle que a = m/3«(1 - (}'' "^"^ " «(1 - Cjf e í;. 

b) Si a = u(l — Cp)'^ e E, alors ïí^^*^ = = est une racine 2|3-ième de l'unité (Lemme 2 b) du Chapitre 6), 

donc appartient à ÜJ^ car {2p, q) = 1. Ainsi u = u'' (mod ÜJ^). D'autre part, (1 — Cp)^~' = ï~"^ ~ 

-Cp e Eq. Donc, est un Fq[G+]-modulc. 

c) Puisque 2 est inversible dans F^, tout Fg[G]-module M = M+® Aí~, la suite exacte vue en a) permet 
de conclure puisqu'on a montré en b) que (E/Ei)^ = E/El et {E/Ei)~ = 0. 

d) Puisque Ist annihile C£[g], que (1 — t) annihile E/E'^ et que / = (1 — t)Ist, la suite exacte de a) nous 
permet de conclure. □ 



Lemme 3 

Si xP — y'' = 1 avec p, q premiers impairs et x,y entiers non nuls alors 

x — Q 

a) j—^Ep = a'ï pour un ccrtain idéal a de Ep. 

b) La classe de {x — modulo les puissances q-ième est dans H. 
Preuve 

a) c'est la relation (9) vue au chapitre précédent. 

b) découle de a) en multipliant par 1 — C • ^ 



Lemme 4 

Notons Up l'ensemble de toutes les racines p-ièmes de l'unité. Alors on a 



E — 



et 



E 



c 



i-p^ 

12 



x-c M^) " (i-C)' 

ou (t)p{x) = xP~^ + x^~'^ + ■ ■ ■ + X + 1 est le p-ième polynóme cyclotomiquc. 
Preuve 

On notera ^ tout court pour dans cette preuve. Alors l'intégrale / — Q~^)dx = J2Ii^~ 

0~^dx = ln(c • Y\{x — Q) = ln(c • 4>p{x)) pour une constante c. En dérivant, on trouve la première égalité 



cherchée. 
On en déduit que ^ 
par 1, on trouve 



<^p(i) 



p(p-i) 

2·p 



En dérivant la première égalité, et en remplaçant x 



^ 1 ^<^'^{i)-ct>;{mi) 

^ (1 - C)2 



Or, = {p- l)(p - 2) + (p - 2)(p - 3) + ■ ■ ■ + 2 . 1 = ^2^3^ car ELi + 1) = "^"+'i^"+'^ · 

Donc, X; (13^)2 



-(p-5)(p~l) 
12 



Et finalement 



(1-0^ 



(1- 



(1-0^ 



I-P -(p-5)(p-l) 
2 12 



12 



□ 

A partir de cet endroit, nous sortons du cadre "élémentaire" . Bien súr, les choses pouvaient étre parfois 
techniques et méme un peu "tordu". Nous avons passé une étape déjà importante quand nous avons 
introduït les corps de nombres et une partie de la théorie de Galois. Maintenant nous allons passer un 
cran supplémentaire dans l'abstraction, on doit déflnir les p-adiques, c'est-à-dire l'anneau "Lp et le corps 
%. [Se, pp. 23-26] 



Définitions-Théorèmes (Rappels sur les p-adiques) 

Soient n e N, n > 2, p premier et í^„ l'homomorphisme naturel de Z/p"Z dans 'L/p^·'^'L qui est 
cvidcmmcnt surjcctif. 
On définit alors 

oo 

Ip = lim(Z/p"Z, ^pn) = {{Xn)n=l ^ ü ^/P"^ I ^"(^") = ^""1 ^ ^j. 

L'addition, la multiplication et la topologie sur Zp sont héritées de celles indultes par l'anneau topologique 

oo 

produit JJZ/p"Z. Les anneaux Z/p"Z étant munis de la topologie discrète, nous avons donc que 

n=l 

oo 

Y[ Z/p"Z est compact (Lemme de Tychonov), donc Zp aussi puisqu'il est fermé. 

n=l 



Zj, possède les proprictés suivantes : 

a) Zp/p"Zp = Z/p"Z 

b) Zp est un anneau local d'idéal maximal pZp, donc les seuls idéaux de Zp sont les p"'Zp, n e N ; il suit 
que tout X &Zp s'écrit de manière unique sous la forme p" • u avec u inversible. 

c) La valuation p-adique 

Vp : Zp — > N U {00} 

X I — > n tel que x = p" ■ u 

Oi >00 

induit unc distancc : d{x,y) = p~'"p^^~y) qui définit la topologie de Zp. On a en outre que Z est 
dense dans Zp qui est complet. 

d) ZpnQ = Z(p) = {f eQb/6} 



Notons Qp le corps des fractions de Zp. Vu ce qui précède, on a bien súr que Qp = Zp[p~^], donc tout 
X gQp s'écrit aussi de manière unique sous la forme p" • w, ou u est un inversible de Zp mais maintenant, 

n G Z ; n s'appellera aussi valuaüon p-adique que l'on notcra aussi Vp{x) ; elle induirà de la mème manière 
la topologie sur Qp, et on obtient facilement les résultats suivants. 



e) Le corps Qp , muni de la distance d{x,y) = p~'"pi'^~y) est localement compact et complet; le corps 
Q est dense dans Qp. 

f ) La distance d est "ultramétrique" , c'est-à-dire qu'elle vérifie l'inégalité suivante : 

d{x, y) < max(d(x, z), d{z, y j). 

Nous obtenons gràcc à cela Ic fait agréable que toute sèrie de Qp ou de Zp est convergente si et 
seulement si son terme général tend vers 0. 



Nous aurions pu definir Qp, de manière tout à fait analytiquc, commc Ic completo de Q pour la distance 
d, en voyant Zp comme la boule unité et pZp comme la boule unité privée de la sphère unité. 



Théorème (Lemme de Hensel) 

Soient / e Zp[Xi, . . . , xG (Zp)™, n, fc e N et j e N„. 
Supposons que 



< 2A; < n, f{x) = (mod p") et Vp { -^{x) ] = k. 



Alors il existe un zéro y de f dans (Zp)™ qui est congru à x modulo 

II (xistc unc forme de contraposcc, un peu plus forte dont nous aurons besoin lors de l'appendice 2 : si 

/ e Zp[X] est irréductible, alors / e ]Fp[JÍ] est une puissance d'un polynòme irréductible. 

Preuve 

Ce théorème est démontré dans [Serre, pp. 28-30] pour la première partie, la contraposée est prouvée 
dans [Jac2, p. 573]. □ 



Nous sommes prét à montrer un gros lemme, dont l'énoncé ne paye pas de mine, mais qui sera bien utile !! 



Proposition 5 

Si xP — y'^ = 1 avec p, q prcmicrs impairs et x, y entiers non nuls alors rélément {x — C)^~' est non-trivial 

dans H (donc dans H~). 

Preuve 

On va prouver cela par l'absurde. Supposons donc que {x — C)^"' = 1 dans H. Cela veut dire qu'il existe 

x—C 

a e Q(Cp) tel que ^— ^ = ck'- Les relations de Cassels nous apprennent que x = 1 (mod p''~^). Posons 
Ij, = 0-. On a X - 1 e p'-^Z c 7r(P-i)(«-i)£;j„ donc n e Ep et v^{ii) > {p - l){q - 1) - 1 > 4. On 

vérifie que = 1 + /i et 

^-tii = -C"^a« = /3« avec/3 = -C"'a, 

c cst toujours possible, car (ç, 2p) = 1. Choisissons des racines ç-ième de 1 + /i et de 1 + /Z, qu'on notera 
+ fj, et -^l+Jl (on sort peut-étre de Q(Cp)), telles que 

^=/3 (c) 



Posons encore 



?7= (yr+TI+C/yï+^j'- 
On prétend que r] G Up. En effet : notons O l'ensemble des entiers algébrique de C sur Z. Si zi,Z2 S O, 
alors e O et 01 + 2:2 et zizi G O donc r] G O, puisque n G Ep. D'autre part, 

rj = [i/ï+fj' • (/3 + C/)" = (1 + M)(-aC/ + Ç')^ = (1 + m)(1 - «)'^Ç' 



Puisque A + B divise A« + S«, on a a^ITm + Cp ' ^1 +7^ divise (1 + ^) + (1 + p) dans O. Or, 
(1 + /x) + Ç'(l +m) = + Ç'^^ = %^ e Í7p C O*. Ainsi, 77 e Q(Cp) n O* = C/^. Tout élément 

de Up a une norme qui est a priori de ±1. Mais comme Q(C ) est totalement complexc, l'ensemble des 
plongcmcnts est par paires de conjugués, donc la norme est positive et donc N{ri) = 1 ou N = -/Vq(^ )/q. 
Puisque [Qj,(Cp) : Qp] = p- 1, ÍVq^(ç^)/Qp prolonge Nq^^^y^. 

On va donc chercher des racines de H-/z et de I+71 satisfaisant (c) dans Qp{C )• En posant (comme dans 



) = 1 on a, tout d'abord formellement : 





4)(^) = (|(|-1)(|-2)···(|-(A + 1))) A!> 



la preuve du Lemme 2 du Chapitre 4) ( ^ = ( ■^L· — !)(;; ~ 2) • • • (- — (/c + 1)) ) /k\, et par convention 



00 ^ 1 s 



D'abord, ^ ^ J G Zp si a G Zp, car c'cst vrai si a G Z ct donc, par continuitc ct puisque Z est dcnsc dans 

Zp, et évidemment, ^ G Zp. Ensuite, la scric converge, car v^{iJ,) > 4 et donc la norme (p-adique) des 

termes de la sèrie tend vers 0. Donc, dans Qp(Cp) une racine g-ième de (1 + /x) existe. 

II va falloir maintenant travailler pour aíBrmer qu'il est possible de s'arranger pour satisfaire la condition 

(c). 

Dans le cas oü p ^ 1 (mod g), Qp(Cp) n a pas de racine g-ième de l'unité autre que 1. En effet, si lj 

est une racine g-ième de l'unité différente de 1, alors w = 1 (mod TrZpfC^]), car 1 est l'unique racine 

g-ième de l'unité dans le corps résiduel Zp[Ç]/7rZp[Ç] = Fp (sinon, q\p — 1). Et si w = 1 + nu, alors 

1 = = 1 + qnu + 0(7r^), avec la notation 0{tt'^) qui signifie ici seulement qu'il s'agit d'un múltiple 
de Zp[C^] de tt^; donc Tr\q, ce qui est impossible. Dans ce cas, la condition (c) est automatiquement 



satisfaite, car les racines g-ième, si elles existent, sont úniques. Et on peut poser -^1 + fi = (1 + fi)i et 
■^1 + Jï = (1 + /l) ' ct definir /i comme avant. 

Dans le cas oü p = 1 (mod q), le corps résiduel contient q racines distinctes de l'unité (Lemme IMP, 
Chapitre 5) qui, par le Lemme de Hensel, se relèvent en q racines de l'unité dans Zp[C ]. Soit w, une telle 

racine différente de 1. ^ priori, il existe k tel que *·"'""'"^·* i = fi. On montre facilement que l + 7j"Zp[^ ] est 

^''(i+TZ)'! ^ 



un groupe multiplicatif, donc ^"^'''^'^J = 1 (mod 7rZp[Ç]). Puisque Zp[C^]/7rZp[Ç] = Fp, il existe uq S Z 

et V G Zp[C^] tels que (3 = uo + nv et < uo < p- On veut montrer que k = ou, ce qui est équivalent, 
Uo = 1 (car Ics w'^ sont distincts modulo tt). D'abord, on a = = 1 (mod tt). d'oü, Uq = 1 (mod tt), 
ou encore Uq = 1 (mod p) (car uq G Z). D'autrc part, (/?/?)'' = • = 1 = 1'', donc (3f3 = 1, car dans 
Q(Ç), il n'y a que 1 comme racine g-ième de 1. Mals /3 = mq + Wv. On en déduit que Uq = 1 (mod p) et 
on vient de voir que Uq = 1 (mod p), donc «0 = 1 (mod p), car (2, g) = 1. 

Donc, dans tous les cas, la condition (c) est satisfaite dans Qp(Cp)· Et alors, 11 est possible de définir r/ 
relativement à ce choix. Posons 

u = (1+At)' +^'(1 + /^)'- 

Puisque ^ = — C est une unité, en efïectuant Ic dcvcloppement binomial, on trouve que u = (1 + ^) + 
Cp(l + |) + 0(/z2), et r e Z tel que r = (mod pZ^IC^]). Cela veut dire que 

«^(l + ^) + C;(l + |)(mod /x%[g). 

Donc, en faisant un petit càlcul, on trouve w = (1 + C^)(l + (jz^-y^rj:^) + 0{is^). 
Or, 1 + ç = -TT- est une unité, sa norme vaut donc 1. On a ainsi : 



= 1 + ^ y ( ] + 0{f,^). {i) 

^ ra., 1,(1-0(1 + 0; ^' 

Ct^I 



Posons tt' = C — 1, bien súr tt = tt' si C = C • Alors on a 



l-O^ 1 - (1 + 7r')'^+i -(r + l)7r' + 0(7r2) r + 1 



(1_<;)(1 + ^) _7r'(l + (l+7r')'-) -7r'(2 + r7r') + 0(7r3) 2 



0(7r), 



puisque 2 est inversible dans Zp[C^]. Or, 'k'^\x — 1, donc it{x — l)|/Lt^ = et ainsi, 

iv(.) = 1 + -_zlt±})k^ + (.(.(x - D). 

q z 

En efïectuant le développement binomial, et en utilisant le fait que 7r{x — l)|(a; — 1)^, on trouve que : 
1 = Nir,) = Niur = 1 + + + o(.(. - 1)) . 



Donc, Tr{x — 1)| ^^ í){r+i)ip i) ^ Donc 7r|r + 1 ce qui impliquc que — 1 = r = — ^ (mod p). Donc q = 1 
(mod p). On supposera donc, dans la suite que q = 1 (mod p), ct on rcprend le càlcul de it à 0{iJ,^) près. 
Mais avant cela, on voit que Cp ' = Cp et + Ç "12 = 0. On obtient alors : 



car ^ ^ ^ = -^-^ et (1 — = ^(1 — Ç)^- En prenant la norme, en remarquant que (1 + ^) est 

de norme 1 et en raisonnant comme en (i), on trouve 

C 1 — 

On a vu au Lemme 4 que — ■ = — — — . A nouveau en effectuant le développement binomial, 

et en utilisant le fait que iJ,^\{x — 1)^, on trouve que : 

1 = Ni,) = Niuy = 1 + + O(M^) . 

^ V ' 

=0 

(l-g)(l-p^) (a; - 1)^ 
Or, — - — — est un élément de Zp[( ], méme quand p = 3, car q=l (mod p). Donc, /x^ = ^ — 

22 ^ 

divise -^^^ — '^-^ — — donc, x — 1 divise ^^~"^^24g^ • Comme a; = 1 (mod on obtient 

que p"^^ ^ I , donc pjTr'^ ct c'est impossible ou p''~^\q — 1 ct la division est dans Z, mais c'est aussi 
impossible, car p'"^ est bien plus grand que q — 1- Donc on a notre contradiction, ce qui implique que 
{x — C)^"'' n'est pas trivial dans H. □ 

Corollaire 6 

Soit p et q des nombres premiers impairs distincts. Si p )(h~ ou q j(h~ , alors l'équation x^ — y'^ = 1, n'a 

pas de solution non nuUes x,y € Z. 

Preuve 

Par symétrie, supposons que q j( h~ . On a vu (Lemme 2 c)) que H~ ~ CjC~[q]. Puisque C£~[ç] = 1 ou 

q divise |C>C~| qui divise h~ (cf. Définition entre les Lcmmos 1 et 2), on cn déduit que H~ est trivial. 
Or, si x^ — y'^ = 1, la proposition 5 nous dit que [x — C)^^' est un élément non-trivial de H~ . C'est une 
contradiction et le corollaire est prouvé. □ 

Lemme 7 

Soit p un nombre premier impair. Soit 7 e N une racine primitive modulo p, c'est-à-dire que la classe 
de 7 engendre cycliquement F*. Posons, pom i = 1, . . . ,p — 1, 1 < ji < p — 1, tel que 7^ = 7* (mod p). 

Posons Fp{X) = J2^Zi li^^- Soit eníin <^^_^ une racine primitive p — 1-ième de l'unité. Alors 



h. 



fe=i 



{2p) 2 
Preuve 

Ce Lemme est assez long à prouver, mais pas trop dur. Une version semblable à cet énoncé se trouve 
dans [Edw, p. 225]. □ 

Nous allons montrer que la conjecture de Catalan est vraie si p ou ç est inférieur ou égal à 43. Mais nous 
n'aurons besoin de ce resultat que pour p ou q < 11. Alors, on va calculer "à la main" , h'^ et . 
Ainsi, toutc la preuve de Catalan sera fait sans càlcul informatique... mais pour étre franc, j'ai tout de 
méme vérifié mes càlculs par ordinateur, pas con le bourdon ! 

Lemme 8 

/I3 = /ig = /I7 = 1 

Preuve 

Si p = 3, Cp_i = -1, 7 = 2 ct F^{X) = X2 + 2X. Donc hT, = '^^y^' = | - 1| = 1. 

Si p = 5, Cp_i = i, 7 = 2 et Fr,{X) =X^ + ZX^ + AX"^ + 2X, ¥^{1) = (-3 - i) et F^ii^) = (-3 + i). Et 

donc h-, =~^^^^ = 1. 



Enfin, si p = 7, Cp_i = ^^3^, 7 = 3 ct Fp{X) = + + 4X'^ + 6X^ + 2X^ + 3X. Et donc, 

, - _ \F7(C^yFj(ClyFjicl)\ _ |(-4-2V3i)(-7)(-4+2v/3i)| _ , r-, 
'iy — (14)2 ~ 196 ~ ■^· '-' 

Théorème 9 (Théorème 2 de Mihàilescu) 

Si p ct q sont des prcmicrs impairs distincts avec p ou q < 43, alors réquation — y'^ = 1 n'a pas de 

Solutions entières non nuUes 

Preuve 

En faisant des càlculs conimc au Lcmmc 8, mais un peu plus long (et à l'ordinateur, cette fois), on 
trouve que h~ = 1 si p < 19. Pour p = 23, 29, 31, 37, 41,43, on a respectivement h~ = 3, 8, 9, 37, 11^, 211. 
Comme h2 = = hï^ = 1, il n'y a pas de problème pour p = 23, 29, 31, 37, 41. Pour 43, il faut calculer 
/i2ii· On calcule que 

/i" ^ = 3^ • 7^ • 41 • 71 • 181 • 281^ • 421 • 1051 • 12251 • 113981701 • 4343510221 

et donc, 43 //i2ii· En revanche, /ijy = 5 • 139 et 

/i-g = 32 • 472 • 2772 • 967 • 1188961909. 

En revanche, 47^^^ = 7507 (mod 139^) et 139^*5 = 1035 (mod 47^), donc, si on le voulait, on pourrait 
encore ajouter 47 à la liste, mais comme je l'ai déjà dit, c'est seulement pour 3, 5, et 7 que c'est vraiment 
important. □ 



CHAPITRE 8 
Troisième théorème de Mihàilescu 



Le titrc est asscz explicito pour voir cc qu'on va prouvcr. Ce thcorcnic permet d'éviter d'avoir recourt à 
l'ordinateur et d'utiliser des résultats dlíBciles sur les formes logarithmiques. 

Lemme 1 

Soit 3 < p < q deux nombres premiers. Alors on a les résultats suivants : 

g> g- 

b; i > iog(i + 1) Si x>i. 

c) > + q. 
Preuve 

Prouvons a) : qlog{q) — 2{q — 1) > 0, car g > 5 et la fonction glog(ç) — 2{q — 1) est croissante (sa dérivée 
vaut log(g) - 1). Donc ^ > ^, ou encore i^lM - i > i. 

' q—l g' g—1 q q 

Prouvons b) : soit < y = i < 1. On a — y > 1, car l'inégalité non stricte est vraie pour y = et la 
fonction — y est croissante. Donc, i > log(l + j)- 

Prouvons c) : posons f{x) = . Prouver la partie c) revient à prouver que f{p) — f{q) > log(l + • 
[p-i)[q-i) ■ Par le théorème des accroissements finis, il existe c q[ tel que f{p) — f{q) = {p—q) - f'{c). 

On voit que fix) = "^"'"ff;/.""^» < si ar > 2. De plus, f"{x) = > si a; > 2. 

Ainsi, f'{p) < f'{c) < f'{q) < 0. Donc {p - q)f{c) >{p- q)f{q)· Donc, il sufRt de montrer que 

W-W 7 TT2 >log(l' 



q{q-ir q^-^' {p-l){q-iy 

Or, gràce à la partie b), log(l + ^i^) < ^i^- Donc, l'inégalité à prouver est vraie si {q—p)^^^^^z^-^ > 

gp-2(p_i) 1 OU encore si {q — p){p — l)q^~^ ■ ^^^^ "0 ^ ^^^^ ^^^^ vrai, car on a vu en a) que 

l2i(2)_i>i. □ 
9-1 q q 

Lemme 2 

Si x^ — y'^ = 1 avec p, q premiers impairs tels que p,q> 11, et x, y entiers non nuls, alors 
\x\>m&x{p'^-^-l,qP-^+q) et \y\ > max{qP-^ - l,p'i-^ + p). 

Preuve 

Montrons le lemme pour \x\. Le fait que \x\ > p''~^ — 1 vient de l'existence, par les relations de Cassels, 
de u G Z tel que x — 1 = p'^~^u'^. Si p < ç, on a vu au lemme précédent que — 1 > ç^"^ + q- Donc 

le Lemme 2 est prouvc pour cc cas. Nous sommcs passés comme chat sur braise sur le fait que lors de 
la preuve des relations de Cassels on avait considéré des x et y positifs. Mais si ce n'est pas le cas on 
remplace x par —x et y par —y et l'affirmation est correcte ! 

Supposons p>q. On a ^ = ^^^"^^J+i ^'"^ ={y+ 1)''"^ - qiv + 1)''"^ + --- + q = q (mod y + 1). Or, les 

relations de Cassels nous disent qu'il existe c G Z tel que = qc^', (on remarque que c > 0). Les mémes 

relations nous disent que qP^^ divise y + 1. Donc, on a la congruence : q ■ = q (mod q^^^) ou encore 
0^ = 1 (mod qy~^- Cela veut dire que l'ordre de c modulo g^~^ est 1 ou p. Si c'est p, il doit de toute 
façon diviser <f{qP~^) = {q — í) ■ qP~^. Or p ne divise pas g—1 (il est supérieur à q) et ne divise pas non 

plus qP~^. Donc c = 1 (mod qP~^). Si c = 1, alors ^^^^ — q- Voyons que c'est impossible : si y > 2, on a 

yl±^ = y9-l_y9-2+y«-3 + . . . + 1 = yg-2(y_i)+yg-4(y_i) + . . + i > ^«-2 + 1 > 2^-^ + 1 > q 

car on a vu que q > 7. Si y < —2, posons z = —y. On a = z'^~^ + z'^~'^ H l· z + 1 > z'^~^ > q. Si 

y = 2 alors 2' + 1 = implique g = 3 et ç > 11, c'est donc impossible. Si y = —2, g = 1 — 2'', ça devient 
loufoque ! Si y = 1, g = 1, aussi. Et enfin siy = — l,a; = 0,à nouveau impossible. Tout ça implique que 
c > 1 + qP~^. Mais alors, les relation de Cassels nous disent encore que \x\ = q\b\c > qc> ç^~^ + g. 
On démontre le Lemme pour |y| de manière identique. □ 



Lemme 3 

Si — y'' = 1 avec p, q premiers impairs et x,y entiers non nuls. Rappelons que G = Gal{Q{(^)/Q). 
Posons X = Annz[G]([a; - C^] e H) := {(9 e Z[G] | 3a e QiÇ*, avec {x - = a«}. II est clair que X 
est un sous-groupe additif de Z[G]. Alors l'application 

r 



Oi — ya, 

ou a est l'unique élément de Q(Cp)* tel que {x — C^)^ = a*, est un homomorphisme de groupe injectií. 
Preuve 

L'application est bien déíinie, car Q(Cp) ne contient pas de racine ç-ième de 1 autre que 1 lui-méme, 
donc a est unique. Le fait que ce soit un homomorphisme de groupe est une simple vérification. Reste à 
montrer l'injectivité : soit 6 = X^rec'^i"''' ~ Cp)^ = 1- La relation (9) vu au Chapitre 6 nous 

montre que les conjugués de /? := j—^ sont premiers entre eux. De plus, ce ne sont pas des unités, car 

pour toute racine primitive p-ième de l'unitc C, on a : 

La dernière inégalité venant du fait que > 3 (Lemme 2). On en déduit donc que les conjugués de 
f3 sont divisibles par des idéaux premiers distincts. Soit a G G. Puisque (x — (^Y = 1 = alors 

(x-aiQ)" = 1. On en déduit que Ar(x- Cp)^-^^"" = 1, donc Etgg"^ = 0' ^ar N{x-Ç > 1. Ainsi, 

|z|Í = ^^^(i-g"r = 1- Or, les 1-t{Ç diffèrent de l-C^ d'unc unité. Ainsi, UreG (j^) ^ 

est une unité. On en déduit que chaque est nul, car sinon Ics auraient des facteurs en commun, 

ce qui n'est pas le cas comme nous venons de le voir. Donc ^ = 0, ce qui prouve l'injectivité. □ 



Définition 

Soit a e QiCp)- Alors, il est clair que aEp = ab~^ avec a et b des idéaux de Ep premiers entre eux. 
L'idéal b est appelé l'idéal dénominateur de a. 



Lemme 4 

Sous les mème hypothèses que pour la défínition précédentes, on a 

a) ab~^ n -Ep a 

b) b = {x € Ep\x- a€ Ep} 

c) a et a — 1 ont mème idéal dénominateur. 
preuve 

a) II est évident que a C ab~^ r\Ep := a'. D'autre part, ob~^ D o'. Donc a D a' • b, ce qui veut dire que 
a D a', car a et b sont premiers entre eux. 

b) II est évident que b C {x € Ep \ x ■ a € Ep} := b'. Soit x e b', alors xa € Ep n ab~^ = a. Donc 
X G a~^Ep • a = b'. 

c) Découle de b). □ 



On avait déjà déíini la branche principale du logarithme au Lemme 10 du Chapitre 5, nous en avons à 
nouveau besoin, ainsi que de quelques propriétés : 



Définition 

Soit 2 G C. Posons Log(z) = log|z| + iarg(2) oü — tt < arg(z) < tt. On appelle Log(·) la branche 
principale du logarithme. On peut voir que e^°^^^^ = z, pour tout z £ C*. Si w e C est tel que e*" = z, 
alors il existe fc e Z tel que w = Log(z) + 2fc7ri. 



Lemme 5 

a) Si \z\ < 1, aiors Log(l - z) = - Y.n=i Ç- 

b) Si \z\ = 1, alors \ arg(z)| < |/(z)| pour toutc dctcrmination f du logarithme. 

c) Soit z € C Si r G N est un nombre impair tel que \ arg(z'')| < A < tt, aJors il existe un entier k, avec 
1^ < fc < teJ que 



arg(2;) - 



k ■ 27r 



A TT 

< - < -. 
r r 



De plus, si I arg(^)| < -, alors k = 0. 



Preuve 

a) On peut lire ce résultat dans tout livre portant sur l'analyse complexe, par exemple [Mac, pp.77 et 
134]. 

b) Si / est la branche principale, c'est évident. Sinon, il existe fc G Z \ {0} tel que 



fe/O 

:)| = \ \og{\z\) +i a.Tg{z) + k ■ 2ttí\ = | arg(.2) + A; • 27r| > min(|2fc- 1|, |2fc + 1|) • tt > tt > | arg(^ 



c) II existe k G Z tel que arg(z'') = r ■ arg(z) + k ■ 2tt. On a donc — tt < r • arg(z) + fc • 27r < tt. Mais 
puisque — TT < arg(z) < tt, on a —n < r ■ tt + k ■ 27r, donc k > ~^2^ on k > car r est impair. On 
montre de méme que k < De | arg(2'")| < A, on tire |r • arg(2;) + k ■ 27r| < A et donc 



, , , k ■2iT , X 
|arg(^) + — — 1<-, 

le signe + ne dérange pas, car k varie entre —^-^ et 

Si < arg(2) < ^, alors -7 + ^ < arg(2) + ^ < ^ + Donc, si ^ 0, 

k ■ 27r 



arg(2;) + 



> min(|2fc- l|-,|2fc + l|-) > - > -. 

r r r r 



cela est une contradiction avec l'équation (i). Donc fc = 0. 



□ 



et 



Proposition 6 

Si — y'^ = 1 avec p,q > 11 premicrs impairs ct x, y cnticrs non nuls. Posons X — Ann^jc] ([a; — G H) 
comme pom le lemme 3. Soit 0^9 = EreG rirT e X n {1 - l)Z[G], tel que \\0\\ = Etsg 1"^^ | < ^ 
a e Q(Cp)* teJ que (a; - C)^ = ct''; ainsi que a e G. Alors 

|arg(cr(Q;))| > -, 



avec l'argument tel que —n < Brg{z) < n. 
Preuve 

Remarquons déjà que puisque 9 = X^t-çg ï^r''' € (1 — L)Z[Gf\, alors, n^- = —n^j- pour tout r e G, et donc 
SrGG '^T" ~ Ainsi |a| = 1, car, si on pose 9 = X^^^eG '^'-t''"' '^^ ^ 



\ix-cy\' = {x-cy-{x-cr = ix-o''-{x-cf = ix-cf = i, 



de méme, \T{a)\ = 1, pour tout t G G. De plus. 



- = n - <çy'^ =x£^- n (i 



X 



tEG =1 r6G 



On a a(a)« = n.eG(l " ^)"^ avec C = cr{Ç. Donc, E.6G«rLog(l - ^) = /(a(a)«), ou /(•) est 
une fonction logarithmique, pas forcément la branche principale. D'autre part, pour tout r e G, on a : 



Et alors 



|Log(l-^)| 



Lcmmc 5 b) 



E 

n=l 



< 



E ( u 



n=l 



X -1 



arg(a(a)«)| < |/(a(a)«)| < ^ |n.| • |Log(l - ^)| < 



(11) 



reG 



Supposons maintenant par l'absurde que |arg(cr(a))| < -. Le Lemme 5 c) nous montre que 



|arg(£7(a))| < 



q{\x\-iy 



D'autre part, \(j{a) — 1| < | a.i·g{a{a))\: on peut voir cela en sachant que pour tout < /3 < ^, on a 
2sin(f) </3, ou en observant ce petit dessin : 



X = \cr{a) — 1| 



Donc, 




y = arg(£7(a)) 



On "voit" que x < y. 



l^o(c)/o(«-l)l = l^("-i)l < 



q{\x\ - 1) 



2P- 



car le terme (^^(ï^ir[j^ vient de a et a, et le 2^ ^ vient du fait que \T{a)\ = 1, et donc \T{a) — 1| < 2, 

pour tout r G G. 
D'autre part, 



1^1 



Comme, rir = —n^r, alors i/i et 1/2 sont conjugués l'un de l'autre. Donc, N{v2Y = N{vi) ■ N{u2) = 
N{ui ■ U2) = N{YI^^q{x - T(Cp))l"-l) < (1 + |a;|)ll^ll(f-i). Donc \N{u2)\ < (1 + |a;|)^^. A foHion, 
si b'^ est l'ideal dcnominateur de a*, il contient l'idéal engendré par U2. On a donc, N(b) < \N{i'2)\'^ < 

lieii(p-i) 

(1 + |a;|) 2, . En inversant, on obtient : 



-lieil(p-i) , (*) (i) 

{í + \x\) — 5i — <N(b)-i < |A^(a-l)| < 



q{\x\-l) 



.2P- 



L'inégalité (*) vient du fait que l'idéal dénominateur de a — 1 est le mème que celui d'a (lemme 4) et 
puisque 0^0, alors, a ^ 1 (lemme 3). En multipliant par 2(|x| — 1)^, et puisque \x\ > 6, (1 + \x\)^ < 
2{\x\ - 1)^, on obtient : 



(1 + 1^1)2-^11611 < 2^-1 (M 



Mais, ll^ll < donc 



p_i Lemme 2 i , / 3 

< {l + \x\)^ <2P-^ ' 



p-1 



< 2P~^ = 4- 



Comme ç > 5, c'est une contradiction, ce qui prouve que | arg((T(a))| > et donc, la proposition. □ 



Maintenant, un petit lemme de combinatoire, très facile : 



Lemme 7 



(Ai,...,Afe)eN'= |^Ai<s 




Preuve 

Posons El = {(Ai,...,Afe) eN'= I Eti^^ <s}' ^2 = {(Ai, . . . , Afc) e N'^ | A^ < 1, Eti < « + 
et S3 = {A I ^ c {1, 2, 3, . . . , s + fc} et \A\ =k}. Eh bien, ces trois ensembles sont en bijections : 



(Al, . . . , Afe) 1-^ (Al + 1, . . . , Afc + 1) est une bijection de Si sur et (Ai, . . . , Afe) i-^· {X]i=i \ \ ^ = 

(s + k\ 
k ]' 



Le lemme suivant n'est pas très dur non plus : 
Lemme 8 

Soit k > 2 et s > 6 tels que s + 2k > 13. Alors on a 



s + k\ ís + k\ ^ 4,,_ , ^^,^2 



^ k J-\ s ;> 3(^ + 1)^^ + 1- 
Preuve 

On vérifie d'abord que le lemme est vrai pour les paires (s, k) = (6, 4), (7, 3), (9, 2). II suffit alors dc voir 
que si le lemme est vrai pour (s, k), alors il est vrai pour {s + l,k) et pour (s, fc + 1). Supposons donc le 
lemme vrai pour (s, fc). On a 

S + k+l\ s+l+k / . + fcA Pa.^h.p. s+l + k . (4 

s + 1 J s + 1 \ k J s + 1 ^3^ ^ ^ 

4, s + l + fc 4, ,0 

= -(s + 1 + fc)fc2 + > -(s + 2)fc2 + 1. 

Donc, le cas (s + 1, fc) est réglé. On a aussi, 

S + fc + 1^ _ s +l + fc ís + k\ par^hyp. g + 1 + fc 4 2 . 4 (s + 1) (s + fc + 1) . ^ 

fc + 1 \ s ) k + 1 ^3 ' '3 k + 1 

II reste à voir que (s + fc + l)fc^ > (fc + 1)^. C'est équivalent à fc^(s — 2) > 3fc + 1. Comme s — 2 > 4 et 
fc > 2, on a fc2(s - 2) > 4fc2 > 4fc - 1 < 3fc + 2 - 1. □ 

Proposition 9 

Soit p,q > 11 des nombres premiers tels que q > 4p^, et x, y des entiers non nuls tels que — y"^ = 1, 
alors pour tout aGG = Gal(Q(Cp)/Q), U existe ^ 6» e 7 tei que ||^|| < ^ et tel que sí a e QiQ* est 

rélément tel que {x — C^)^ = cü', alors \ arg(f7(a))| < ^. 
Preuve 

II suffit de montrer qu'il y au moins q + 1 éléments distincts ^ € /= (1 — i.)/st tel que ||^|| < 2(p-i) ■ 
effet, à chacun de ces 6 correspond a G Q(Cp) tel que {x — C^)^ = ck'. Puisque 6 G I C (1 — l)Z[G] la 

realtion (11) s'applique : | arg((T(a)^)| < j^px- Par le Lemme 5 c), il existe fc e Z tel que < k < 
et 



arg(c7(a)) - ^ 



-«(N-i)- 



y{a-{ai)'') _ arg(o·(Q!i)'') 
9 ï 



< 



Par le principe des tiroirs il existe 9i, 62 tels que 9\ ^ 62 qui correspondent au mème fc. Prenons 
6 = 9i — 62- L'a correspondant à 6 vaut ^ =: a. Le fait qu'ils correspondent au mème fc veut dire que 

arg(a(ai)) = HíMHíIÜ + tf, i = 1,2. Donc | arg(a(ai)) - arg(a(ai))| = ^ 
^ < TT. Donc arg((T(Q:)) = arg((T(ai)) — arg(a·(Qi)). Ainsi, puisque ||^|| < 2{p-i ) ®^ gràce au 
Lemme 2, — 1 > on trouve 

2fc7r 2fc7r 

I arg((7(a))| = | arg((7(ai)) - arg((T(ai))| < | arg(a·(ai)) —\ + | arg(f7(a2)) ^| 

(») 2H6>H 3 3 TT 

- g(|x| - 1) - {p-l){\x\-l) - {p-l)qP-^ ^ q' 
II reste donc à trouver ces q + 1 "6*" distincts. 

Pour cela, on se souvient (Lemme 11 du Chapitre 5) que / admet unc Z-base ei,...,ep_j_ tcllc que 

p-i 

ei = X]TeG+''' donc ||ei|| — p—1, pour tout í. Considcrons l'ensemble des 9 = 'J2i=i ^í^í B,vec Aí G N 

p-l r -1 

et 5ZiJi ^« — s '■= 2( ^-lï^ ■ Pour un tel 9, on a Hé*!! < s • (p — 1) < ^T^^z^- En vcrtu du Lemme 7, le 



s+^\ í s + ^ 

nombre dc ecs 9 est ( ^ • En ajoutant les opposés de ces 9, on obtient M := 2 • ' 2 ] _ 1 



(le -1 vient du 0) é» e / tels que \\9\\ > 2(|rï) • 



39 



2(p-l)2 



et 



II reste donc à voir que M > q + 1. Montrons d'abord que le Lcmme 8 s'applique pour s = 
k = D'abord, k>2, car p>5. Comme, par hypothèse, q > > 4(p — 1)^, on a 

^- 2(p-l)2 - 2(p-l)2 

Enfin, on a s + 2fc > 13. En efFet, si s + 2fc < 13, alors A; = 2, 3, 4, 5 ou 6. Si fc = 2 ou 3, p = 5 ou 7, 
trop petit; si fc = 4, 5 ou 6, s < 5, ce qui n'est pas le cas comme on vient de le voir. Donc le Lemme 8 
s'applique et on trouve 

M>2{l{s + l)k' + l)-l = l{s + l)k' + l>l.lj^.^P^ + l = q + l. 
Donc la proposition est prouvée. □ 



Théorème 10 (Théorème 3 de Mihàilescu) 

Si X et y sont des entiers tels que — y'^ = 1, avec p,q> 11 premiers, alors on p < Aq^ et q < Ap^. 
Preuve 

Par symétrie, on suppose par l'absurde que q > Ap^ . Puisque H est annihilé par / (Lemme 2 Chapitrc 7), 
donc, en particulier 2; — Ç est annihilé par I. Les propositions 6 et 9 se contredisent alors. Le théorcmc 

est ainsi prouvé. □ 



CHAPITRE 9 
Quatrième théorème de Mihàilescu : 

p=l (mod q) OU q = 1 (mod p) 

Comme pour le Chapitrc precedent, le titre est clair. C'est le dernier morceau avant la fin. Ce sera aussi 
le résultat le plus délicat à montrer !! 
D'abord un petit lemme : 
Lemme 1 

Soit R un anneau intègre de caractéristique et q G R. On considère les sèries formelles f — J2T=o là'^'' 
et g = X^fclo ^^^'^ pour tout k, ak,bk S R tels qu'il existe a et b G R avec ak = af' (mod qR) et 

bk = b^ (mod qR). Alors f -9 = Efelo là'^''' ^^ec CkeRetCk = {a + bf (mod qR). 
Preuve 

t = E;+™=.tb = H· E (^) «í''- et cfe^Eí+^^.ÍÍ.V'^'" = + (mod çiï). n 



l+m=k 



m 



Lemme 2 

Si / est une fonction réelle continuement dérivable k + 1 fois sur l'intervalle [0; t], alors il existe c G [0; t] 
tel que 



i=0 



^ f(fc+i)C^ufc+i 



Preuve 

C'est le théorème de Taylor [Ru, Théorème 5.15,pp. 110-111] 



□ 



Maintcnant, nous allons fixer quclqucs notations. 

Comme toujours, on va supposer que p et q sont deux nombres premiers impairs distincts et que G = 
Gal(Q(Cp)/Q). Soit = Y^reG^rT e Z[G]. On pose (formellement) 



00 / n \ 

(l-T(C^)r)^ = E ï i-^iÇT)'^ G Q{Ç[[T]]et{l-CT)^ = l[{l-T{ÇT)'f =: F(T) = F,(T) 



fe=o 



reG 



Remarquons que si T = 2 e C est tel que \z\ < 1, alors le critère de D'Alembert nous dit que ces sèries 



fc+i 



convergent , car 

Enfin, si C7 e G, on note F'^ la sèrie obtenue en appliquant a à chaque coeflicient de F. 



Proposition 3 

Sous les mèmes hypothèses et notations que ci-dessus, on a 

a) les cocfEcients dc F sont des entiers algébriques en dehors de q. C'est-à-dire qu'ils sont de la íorme 

ou a G Ep = 2^[Cp] sst un entier cyclotomique. 

b) De plus, F{T) = J2T=o B^'^''' PO"^ ^' e Z[Ç tel que 

ak^i-J2 ^rT{Ç)' (mod qZ[Ç). 

c) Si (7 <E G et í e C est tel que \t\ < 1, alors la sèrie F'^{t) converge. De plus, si < Ht < q pour tout 
T G G, alors pour tout k > 0, on a : 



\F^t)-F^{t)\< 



—m 
k + 1 



\t\ 



k+1 



(1_ |í|)m+fc+l' 



oü TO = i X^reG somme des termes dc F'^ dc dcgré inférieur ou ègal à k. 

Preuve 

a) Soit T & G. On se souvient du Lemme 2 du Chapitre 4 : si l ^ q, alors on a 



Cela nous montrc la partie a), car cela veut dire que chaque coefíicient binomial ( ^ I ^st un entier 

divisé par une puissance de q. Les autres facteurs sont dans ^[Cp]- 
b) II est clair que F{T) à la forme voulue, car chaque coefScient binomial possède au plus un puissance 
/c-icmc dc q au dcnominateur ct par le fait que si si + • • • + = k alors ,si! • • • .s^! divisc kl (Ic 
quotient est un coefíicient multinomial "classique" ) . Donc, F{T) = Ylk'=o fcïïq^-^'^' ^•'^^c, pour tout 
k, ük € ^[Cp]- Reste à voir la congruence. On a 

fe=o ■ fe=0 

bk = (-r(Cj'=)n.K - 9) • • • K - q{k - 1)) = (-r(CJn,)'= := 6'= (mod qZ[C]). (i) 



avec 



Ainsi, F{qT) = Ure^ií " riÇqT)'^ = Y.k=ol&T\ avec ^ {-Y.reGnrT{Qf (mod gZ[g), en 
vertu de {i) et du Lemme 1, itéré fc — 1 fois. 
c) La convergence a déjà été prouvée gràce au critère de D'Alembert. Pour tout r e G, on a < 
donc, 



1 Ut 

m'Y 



_ 1 

q 



1 

< — • 

- fc! 



riT 
Q 



-ÜI _ 1 

q 



Ainsi, les coefficients, en modules, de la sèrie J2k=o y k ) ("^^Ç-'"^) ^^^^ inférieurs ou égaux aux 
coefEcients de la sèrie '^'^Lq i jJ' ) (quí sont tous positifs) = (1 — T)~^ . De méme, les 



coefficients dc F{T) sont majorcs par ccux dc IlreGÍ-^)"" = (1 " ^)~"' = E^o ^ ^j" ) (1 " '^T ='■ 
S{T). On trouve alors, pour tout í € C tel que |í| < 1 : 



\F%t)-F^{t)\< 



(l-|í| 



E 



3 



{-\t\Y 



Taylor \ 
< 



(fc + 1)! 



j=0 



\s{\t\)-Skm 



—m 
fc + 1 



k+l 



(1 - líD'^+^+l ' 



car 5(|í|) est croissante si |í| < 1 et 5('=+i)(|í|) = (-l)'=+i(-m)(-m -!)••• (-m - fc)(l - 



-m—k—1 



□ 



Proposition 4 

Sous les mèmes hypothèses, avec en plus 6 G {1 + l)'L\G\. Alors on a 
aj F,=FeQ(Cp)[[T]] 

b) Supposons que í G Q est tel que \t\ < 1 et qu'il existe a € Q(Cp) que (1 — tÇ^Y = a', alois 

a e Q(Cp ) et pour tout ct G G, on a F''{t) = a{a). 
Preuve 

a) Puisquc 6 = '^T^Qn^T G (1 + /-,)Z[G], alors l9 = 6, ct donc = n^-r, pour tout t E G. Donc, 11 est 
possible de partager dans le produit qui définit F un élément et son conjugué, donc les coefficients 



se trouvent dans M fi Q(Cp) 



b) Par un méme raisonnement qu'en a), on voit que /3 := (1 — íCp) € Ainsi, = cü' = /3 = /3 = a'. 
Donc, a = a, car, dans Q(Cp)) les racines g-ièmes sont úniques. Cela implique qu'a G Q(Cp) ^ 
K = Q(Cp )• Pour la dcuxième partie, remarquons dèjà que si a G Q(Cp )> on a cr{a) G Q(Cp )> 
car CT(a)) = La{a) ^ ''="™ CTt(a) = CT(a). D'autre part, CT(a)« = (1 - íct(C ))^ = i^'^(í)^ donc 



a{a) = F''{t), car ils sont rèels et q est impair. 



□ 



Théorème 5 

Si X et y sont des entiers tels que — y'' = 1, avec p,q > 11 premiers. Le sous-Fq[G^]-module de 
engendro par la classe dc {x — Cp)^^' 6st Jibre. Cela vent dire que Ann^^^Q+^dx — Cp]^^*" € iï) = {0}. On 
rappelle (cf. Chapitre 7) que 

H = {ae Q(Cp)* I Vt{a) = (mod q) pom tout idéal premier x ^ TTEp}/Q{C^y'' , 



et que H+ = {[a] G H \ [aY = [a]}. 

Preuve _ 

— r — 

II faut donc démontrer que si ip G ¥q[G~^] est tel que la classe (a; — Cp)^^*" = ^h, alors tjj = Or^[a+]- 

Soit donc un tel í/'· Ecrivons ip = X^^gg^- Va-c, avcc vq e F,. Soit P C G un systcmc dc representant 
dc = G/ < t >. Pour cliaquc cr G G"*", on note encorc o", rélcnicnt dc P qui Ic rcprésente. Soit 

^ = EaeP "-'^ e On a alors 1^ = [(.x - C)'+' 



Vi 



Ainsi, 



r 1 (i+OV- 

. , , - C ) 

-Ip / J I \ 3p / J V ^p / 

par définition de H, pour tout 9 G Z[G] qui relève ±(1 + i)tp, on a (a; — G Q(Cp)*''· Posons pour tout 

a G P, v^a = i^cr- On a donc {1 + l)'4> = X^o-gG ^f^^ ^ ^«[^l- Ecrivons^ = YlaeG''^'^^ qui relève ±(1 + t)i/'· 
Evidemment, on pcut choisir dc manicre que Q < n„ < q. On va voir qu'on peut mémc le choisir de 
sorte que \\6\\ < • q. En effet, si on pose 9' = q^^^Q o — = Ylia^G "^o-f, avec < < q- Puisque 
6 + 6' = qJ2creG ^' ^ ll^ll ll^'ll — (P ~ ^) ' 1- On choisit donc celui de 6 ou de 9' dont la norme est 
inférieure ou égale à • q; et si c'est 9' , on rcmplacc les cocfEcic^uts q évcntucls par 0, on reste dans la 
méme classe et ça rend la norme encore plus petite. Soit donc 9 possédant cette propriété. Considérons 
Q! € Q(C)* tel que (a; — C )^ = oi''- Notons tt pour 1 — C • On a vu (preuve du Théorème 1, Chapitre 6) 



'p' i \ ^p 

a:— Ç x — Q 

que G Ep et que les conjugues de 
v„{x — )) = 1. On peut alors remarquer que 



étaient premiers entre eux. Donc, pour tout cr G G, on a 



aeG aeG ^ ^cn 



creG 

v„{x - cf) = VT,{a'') = q ■ Vj,{a) = (mod q). 



II existe donc m entier avec < m < tel que ||í^|| = mq. En outre, puisque les Ua- et ont la mème 
réduction modulo q (c'est Va), et qu'il sont entre et q, on en déduit que na- — n^a- Cela implique que 

6* = (1 + l)(p ou tp = X^o·ep^o·''' relevé de ip. On en déduit que {x — Ç)^ = ((a; — Cp)(·x ^ Ç))*^ 

est réel ainsi que ses conjugués. II en est de méme pour a, car les racines g-ième, si elles existent sont 
úniques dans Q(Cp)· Pour chaque r G G, on a (a; — t{C^))^ = T(a)'. Donc, par ce qu'on vient de voir 

(1 — ^T(Cp))^ = (t^) • proposition 4 b) (appliquée à ^ et à ^), on trouve : 



On aíBrme que 



a{a) = x"'F'^(-) pour tout ct G G. 

X 



(i) 



„m+Vq(m!) 



a(a)-a;™F^(-) 



< 1. 



in) 



Prouvons l'affirmation (ii). Remarquons d'abord que 



— TO 
TO + 1 



2to 

TO + 1 



< 4" 



(la dernière 



inégalité se voit en dcvcloppant (1 + l)^™ par le binòme de Newton). D'autre part, le Lemme 6 du 
Chapitre 4 montre que Vq{mi) < On a alors 



çm+t><,(m!) . 



gm+v,(m\) . i^i' 



Lemmc 3c) 



1 



;+t)<,(m!) _|_ 

\x\ 



I m I log(4) 1 



(*) 1 p-1 , 1 . '°g(4) 1 p 

< ç — — + Ï5ÍI^K (1 ) ^ 



— TO 
TO+ 1 

1 



1 - ^ 



-2m-l 



(**) 
< 



,^·(-l + · 



,-l+ISiI5T^ . (l ) 



L'inégalité (*) venant du fait que m < et l'inégalité (**) venant du fait que > (Lemme 2 du 
Chapitre 8). Pour voir que le dernier terme de cette sèrie d'inégalités est inférieur à 1, il sufRt de vérifier 
que son log^ est inférieur à 0. Ce log^ vaut 



2 q-\ log(g) log(g) 

Or, -log(l - ^) = logígf-i) - log((7P-i - 1) <^ < L'inégalité (+) vient du fait que 

log(a; + 1) — log(a;) < ^ qui est une conséquence immédiate du théorème des accroissements finis. D'autre 
part, on a supposé que q>7. Donc, le log^ cherché est inférieur à 

< ^ ( - 1 + ^ + 1^) + T^fr^ < -0.487 . p + 0.061, 

2 ^ 6 log(7)' 48 • log(7) 

qui est négatif, dés que p > 2. L'aíürmation (ii) est donc prouvée. 

D'autre part, les coefBcients du polynóme q"^+'"<i("^-) . F^{T) sont des éléments de Ep, car les coefficients 
de dcgrc k sont de la formc avec ak € Ep (Proposition 3); la puissance de q qui divise le dénominateur 

est au plus k + Vq{k\) < m + Vq{mï) si < fc < m. 

On a aussi que a G Ep, car a e Q(Cp) et parce que l'équation {x — Ç)^ = est une équation entière, 

les coefficients dc 9 ctant positifs (cette intégralité vicnt du fait que si un clément satisfait unc cqiiation 

du type a;" + a„_ia;"~^ H + ai + ao = avec entiers sur Z pour tout i, alors cet élément est aussi 

entiers Z, voir [Nar, Theorem 1.2]). 

Cela impliquc que 7 ;= (j™+"<3(™0 . — x"^E„-,{^)) G Ep, donc la normc dc 7 apparticnt à N. Mais, 
l'inégalité (i) montre alors que cette norme est inférieure à 1. Donc elle et nuUe, et donc 7 aussi. On a 

m 

m+Vq{m\) _ ^ _ \^ m+v„(Tn\) ^fc j;'""^ 
fc=0 ^ 

En raisonnant modulo q, on déduit que = (mod qEp). Or, la Proposition 3 b) nous apprend que 
üm = (~X]<TeG'^<^^(''p))™ (mod qEp). L'anneau quotient iïp/giJj, n'a pas d'élément nilpotent (théorème 
chinois et q ne ramifie pas). Donc, X^^gg '^'^"^(C ) = (mod qEp). Comme les a{( ) forment une Z-base 
de Ep (1, C^, . . . , Ç en est une, et en multipliant par s'en est encore une). On en tire que = 
(mod q), et donc = pour tout a G G. Donc ^ = et a fortiori ip et tp aussi. □ 



C'est une jolie preuve, vous ne trouvcz pas ? Maintenant, nous allons prouver un théorème qui permettra 
de terminer la conjecture de Catalan Cc sera le Théorème 12. Tout d'abord on va présenter quelques 
nouveaux objets et fixer quelques notations : 



Définition 

On ne rappellera pas les définitions de H et de ií+ on les a revues au Théorème 5. On pose 

E = {u{í - Cp)'' \u€Up,k€Z} avec Up = E* = II est évident que E = Z[C^, |]*. On pose aussi 

H' = í^[a]€ H \a = 13" + 9^7, /3,7 è Z[C^, ^] et /3 inversible (mod q^Z[C^, ^])| 

et E' = {u G E \ [u] G H'}. On pose encore C, qu'on appelle p-unités cyclotomiques, l'ensemble 
{u e E \ u = j^i^Cí - C <^ est une racine de l'unité eti,j € N et k e Z} et C = C D E'. On 
rappellc que CC = CC^(^q y CC^^ = C£q^ç+^ sont les classes d'idéaux de Q(Cp) et de Q(Cp )■ On rappcUe 
(Chapitre 7, définition p. 33) que CC^'· C C£+. Enfin, CC[q] = {[a] e C£ | ofl est principal }. 



Maintenant que les acteurs sont présentés, on va faire une sèrie de lemmes. 



Lemme 6 

Sous les mèmes hypothèses que plus haut, on a 

CÜ>\q\=CC\qY. 



Preuve 

Le fait que Ciy\q\ c C/:[ç]+ vicnt de C£f' C C£+. Prouvons l'autre inclusion. On pourrait dirc que 
puisque C£[g] est un Fg[G]-module et que 2 est inversible modulo g, alors C£[g]+ = C£[g]T^ = C£[g]^+'' 



et le tour est joué ! C'est juste, mais un peu rapide. Soyons plus terre à terre : soit [a] S C£[q]'^ . Cela 
veut diré qu'il existe a,/3 G Q(Cp)* tel que aa~^ = aEp et a' = l3Ep. Puisque g 7^ 2, il existe m et k gZ 
tels que 2m — 1 = kq. On a, si [0] désigne la classe de dans CjC, 

[0] = [a-p''- a"™] = [0 • o'^" • a"™] = [a'=«+^ • a"™] = [a^"^ • a"™] = [a™ • (a" • a"")] = [a" • cT] = [b] 
oü b = (ací)'" eC£P'[g]. □ 

On va montrer que E/E'^ est un Fg[G'+]-module libre de rang 1. Pour montrer cela, on doit utiliser le 
fait que Fç[G+] est un anneau semi-simple, c'est-à-dire dans notre cas que c'est un produit cartésien de 
corps. On a besoin d'un resultat sur Ics modules sur un anneau scmi-simplc. Nous montrcrons ce résultat 
dans l'appendice 1. Enonçons tout de méme ce résultat, mais tout d'abord quelques définitions. 

Définitions 

Soit R un anneau commutatif. Un idéal b de i? est dit radical si a" G b implique a e b, ou ce qui est 
équivalent. R/b n'a pas d'élément nilpotent. Si M est un iï-module et S C M, on note Annij(M) ou 
Ann(M) l'ensemble {a G R \ ax = pour tout x G S}. 

Lemme 7 

Soit R un anneau scmi-simplc commutatif. 

a) Si M est un R-module de type Gni, et b un idéal tel que Ann(M) + b est radical. Si ip est la projection 
de R sur R/b. Alars on a ^(Ann(M)) = Ann^/^í-^/bAÍ) (ce résultat est vrai mème si R n'est pas 
semi-simple). 

b) Soit M un R-module. Alors M conticnt un sous-module isomorphe à i?/Ann(M), avcc cgalitc si et 
sculcmcnt si M est cycliquc. Dc plus, dans cc cas, tout sous-module est aussi cycliciuc. 

c) Si R est üni et M est un R-module tel que le cardinal \M\ = |iï/Ann(M)|, alors M est isomorphe 
R/Aim{M). 

Preuve 

On montre ces résultats dans l'Appendice 1 : Proposition 3 pour a) et Proposition 6 pour b). La partie 
c) est une conséquence de b). □ 

On a tout fait pour s'en passer, mais il faudra quand méme énoncer le cèlebre 

Théorème de Dirichlet 

Soit K un corps de nombre de signature (ri, r2) (c'est-à-dire qu'il y a r\ plongements réels de K et 2r2 
plongements complexes, donc [K : Q] = n -\- 2r2)- Soit aussi U{K) les unités de l'anneau des entiers de 
K sur Q. Alors U{K) est isomorphe (en tant que Z-module ou en tant que groupe) àW x Z^^~^^^~^ ou 
W est le groupe des racines de l'unités de K. 
Preuve 

C'est un théorème très classique qui est prouvé dans [Sam pp. 72-75, Théorème 1 du Chapitre 4]. On 
montre (entre autre) la chose suivante : soit tri, (7^ , 0-^+1, «Tn+rs les plongements de K dans C 
(on ne compte qu'une fois les paires dc conjugues). Posons r = ri + r2. Soit x G K. L'application 
X l{x) := {li{x), . . . ,lr{x)) G W avcc li{x) — 6ilog\ai{x)\, oü (5^ = 1 si í = 1, . . . , ri et (5i = 2 si 
i = n, . . . ,r s'appelle le plongement logarithmique de K. La preuve du théorème de Dirichlet consiste à 
montrer que 1{U{K)) engendre l'hyperplan de W d'équation Xi = 0. □ 

Lemme 8 

Si p ct q Hont des nombre premiers impairs distincts tel que p ^ 1 (mod q) et est le groupe de Galois 

de Vextension Q{Cp)/Q, alors E/E'^ est un ¥ q[G^]-module libre de rang 1. 

Preuve 

D'abord, Fq[G'"'"] est un anneau semi-simple : G"*" est un groupe cyclique d'ordre et donc Fq[G"'"] 

est isomorphe à ¥q[X]/{X^^ — 1) ct Ic polynòme — 1 n'a que des racines simples, car sa dérivée 

qui vaut '^^X^ nc s'annulc qu'en {q ne divisant pas ^^)· Donc la décomposition de X^ — 1 en 
polynòme irréductibles dans ¥q [X] n'est fait que de polynómes à la puissance un. 
Pour montrer le Lemme, il suffit de montrer (en vertu du Lemme 7) que 

\E/E'i\ =q^= |F,[G+]| et que AnnF,[G+] (^Z^") = {0}. 

Montrons la première afRrmation. L'application (u ■ tt") i — > {u, n) montre que E est isomorphe (en 
tant que groupe) à [/ x Z, ou Í7 est l'ensemble des unités de Ep = Z[C ]. Donc E/E'^ est isomorphe 

X Z/gZ. Remarquons que est un sous Fq[G+]-module de E/E'^. Le théorème de Dirichlet 



nous dit que U est isomorphe à /i2p x Z~2- ^ fj,2p ctant le groupe des racine 2p-iòme de l'unitc. On a aussi 
C/'ï ~ ij^p X ((J'Z)t~ = iJ2p X ((J'Z)t~; la dernière égalité vient du fait que toute racine 2p-ième de l'unité 
est une puissance ç-ième d'un autre racine 2p-ième de l'unité, car (2p, q) = 1 (on a déjà utilisé ce fait 
au Tlicorcmc 1 du Chapitre 6). Donc le quotient U/V est isomorphe à {1} x (Z/gZ)T~, cela prouve la 
première afRrmation. 

Pour la seconde, on remarque d'abord que U/lf est isomorphe à Í7+/Í/+^, oü Í7+ est le groupe des 
unité de ZfC"'']. En effet, l'application composée t/+ ^ U ^ U/U'' est surjectivc car, par le Lemme de 
Kummer (vu au Chapitre 6), on sait que tout u £ U peut s'écrire u = uq ■ w ou uq G U^ et w une racine 
2p-ième de l'unité qui appartient, comme on vient de la voir, à U'^. D'autre part, 17+ fi í/'^ = C/+'^; en 
cfïct, D est clair, ct si u G Í7+ s'ccrit u = v'' avcc v £ U, alors u ~ v'^ = v'^, donc v = v G C/+ (car dans 
Ep, si une racine g-ième existe, ellc est unique). On en déduit que 

E/E'^ ~ U+/U+'^ X Z/gZ ~ í7+/{±l}/(í/+/{±l})« x Z/gZ. 
Regardons Annz[G+] (Í/+/{±1}) : 

il est clair que '^„^q+ cLctCf annule U^ /{±.l} si et seulement si n<7eG+ c^í^)"" = ü pour tout u G [/+. 
C'est équivalent à 

log \ct{u)\ = pour tout u e {/"'". (i) 

CTGG+ 

Or, la preuve du thcorcme de Dirichlct nous apprcnd que 5^creG'+ l'^í'")! ~ POur tout u G et que 
si {xa)creG+ ^ ^'^^ cst tel quc J2aeG+ ^'^ ~ 0' cilors il existe n S N, tti, . . . , u„ € f/+ et Ai, . . . , A„ e R tel 
que Xa = X]r=i •^i log [^(■Ui)!. Fixons t,t' G G, t ^ t' et posons a;r = 1, a;!^ = —1 et a;cr = si cr 7^ t, t'. 
Considérons le n, les u, et les Aj associés à ce {xa)aeG+-^^· a 

aT-aT'= a<7·a:(7= ■^X^\og\a{ui)\ = ^\i ■ ^ a,^ log |cr(Mi)| = 0. 

CTeG+ <7£G+ i=i í=i CTeG+ 

Cela veut dire que tout les sont égaux à, disons, a. Ainsi, ao-c = « • X^o-eG+ ^® yevX 

dire que 

Annz[G+](C/+/{±l}) = ( ^ a)Z[G+]. 

o-eG+ 

Quotientons par l'idéal engendré par q. Pour pouvoir appliquer la partie a) du Lemme 7, il faut vérifier 
que / := Annz[G+] (C/+/{±1}) + q'L[G+] est radical. En effet, Z[G+]// = Fg[G+]/(X;<,£G+ o")!^?!*^"^] - 
Vg[X]/{X^ +--- + X + 1). Donc, 

FJG+] ~ V^[X]/{X^ - 1) ~ F,[X]/(X - 1) X Fg[X]/(X'^ + . . . + x + 1) ~ F, x Z[G+]//. 
Donc, Z[G+]// est semi-simple, donc sans nilpotent. On peut donc appliquer le Lemme 7, et on trouve 

Ann^^^Gn{U+/{±l})/{U+/{±l}f = ( <^)^i\G+]- (12) 

creG+ 

De ceci, on dcduit que Ami^ ^\^q+^{E / E'') C (X]creG+ ^)^ï['-'^]· Posons a := Yl,aeG+ ^<^^ * X]CTeG+ f'' 
avec a e Z[G+] tel que la classe a-s soit dans Annp [Q+j{E/ E'^). En particulier, a-s annule la classe de tt, 

X.V.. „ — ^ „ <'eG+ " 2 £ E'^, pour une certaine unité u. Cela impHque que Xl<TeG+ ^'^ ' = ^ 
(mod q). Ainsi := J2aeG+ c-t = ^ (mod ç), car 1 (mod g). Ainsi, 

«•5= ^ aa·(JT^ = ^ ^ •( ^ a^T--i) • /X = fc • s e gZ • s c gZfG"*"]. 
o·eG+ reG+ 

reG+ 

Cela prouve que Kirn-^ ^\^g+]{E / E'^) = {0}, et donc le lemme. □ 

On reprendrà ce lemme lors de l'appendice 2 qui sera consacré au théorème de Thaine (que nous 
énoncerons bientòt. 

Lemme 9 

On se souvient que E' = {u £ E \ [u] £ H'} (pour les autres déíinitions, voir pp 46 et 48). On a alors 

E' = {u£E\u = p'' + (Z%,/3,7 e Z[Cp, -]}. 



Preuve 

La partie D est triviale, il sufBt de montrer que /3 est inversible modulo , -], mals c'est évident, car 

Montrons l'autre inclusion. Soit u G E tc\ que [u] G H' . Alors il cxiste a E Q(Cp)* tel que a''u = fi'^ + q^^, 
avec (3,j E ^[Cpi ^] f3 inversible modulo q^1j[(^, i]. En rcgardant cctte égalité, on voit que pour tout 
ideal de Ep, difFérent de celui engendro par tt, on a f(p(Qí) > 0. Donc a €E ^[Cpi ^l- Regardons modulo 
g^Z[Cp, i]. On a • ü = Donc, a est inversible et w = (a~^/3)^. Si /?o G |] représente a~^/3, on 
a u = /3g + g2^o, pour un 70 e Z[Cp, i]. □ 

Lemme 10 

Soit p et q sont des nombres premiers impairs distincts, C les p-unités cyclotomiques de Q{Ç ), et C = 

C n E'. Si C = C, alors p < q. 
Preuve 

Soit C nne racine primitive p-ième de l'unité. Alors 1 + = ^_^g G C. Par hypothèse, on a alors 

1 + C' e C. 

D'autre part, on a ^[C^, — ^[Cp]/(9'^)· En effet, il suffit de prouver que l'application x x 

(mod g^) est un homoinorpliisme surjectif de Z[Ç] sur Z[Ç, c'est-à-dire, si ^ G Z[Cp) ^] avec 

í/ G alors on doit voir qu'il existc x G ^[Cp] et 7 G ^[Cp; |] tels que x + (7^7 = c'est evident : 

par le théorème de Bezout et puisque {q^-iP^) = 1, il existe a,f3 E 2, tel que ap" + (iq^ = 1. Donc 
ya + q^j^ = ^· 

Revenons à notre 1 + G C". Gràce à l'isomorpliisine prouvé ci-dessus, il existe l3,'y G Z[Ç] tels que 
1 + <f = /39 + ç2^; c'est-à-dire 1 -|- = /J" (mod g^zfC ]). D'autre part, puisque q divise les coefficients 

binomiaux si j = 1, . . . , g - 1, on a (1 -h = (1 -h C)' (mod qZ[Ç). Donc, on a (1 C)' = P" 

(mod qZ[(J). Soit Q un idéal premier divisant gZ[C^]. On a alors (1 + C)'' = Z?' (mod Q). Par le Lemme 
1 du Chapitre 6, on aussi (1 + = (mod Q^), donc par le théorème chinois, et puisque q ne ramifie 
pas, (1 + C)« = P" (mod ql'iÇ^). Finalement, on trouve {1 + Qi = l + (f (mod ql'iÇ^), ou encore 

q-C 

Soit F(X) = ^^^^^J"^"^" . On a F(A:) G Z[X], est de degré q - 2 et F{C) G <?Z[Cp]. Soit Q un ideal 
premier divisant q^lCJ- Passant au quotient Z[C^]/Q, on a F(^) = 0, avec F G Comme les racine 

p-ième de l'unité sont distinctes modulo Q (Lemme IMP, Chapitre 5). Donc, F a, dans ^iC^j/Q, au moins 
p — 1 racines distinctes. Donc p — 1 < q — 2, ou encore p < q. □ 

Lemme 11 (Théorème de Thaine) 

Tout annulateur (dans FJG+]j dc E/CEí annule aussi CC^^lq]. 
Preuve 

Ce théorème n'a l'air de rien, mais il est très long et il sera prouvé dans l'appendice 2. II est aussi prouvé 
dans [Was, §15.2, pp. 334-341] □ 

Maintenant nous sommes en mesure d'énoncer le théorème central de ce chapitre. 

Théorème 12 

Supposons que p > q et p^l (mod q). Alors le Fq[G+]-moduJe íí+ ílH' a un annulateur non nul. 
Preuve 

Gràce aux Lcmmcs 7 et 8, on remarque que tout sous-module de E/E'' est isomorphe à Fg[G+]/Ann(M) ~ 

p — 1 

Fg[X]/ (/) oü / est un diviseur unitaire de — 1, et donc, dim^^ (M) = deg(/). On se souvient (lemme 
2, Chapitre 7) que — > E/Ei — ^ H+ — > CC[q]+ — > 0. En restreignant cette suite ò.H+r\H' et en 
se souvenant de la définition de £", on a 

— > E'l El ^H+r^H' ^ CC[q]+. [i) 



La dernière flèche n'étant pas forccmcnt surjectivc. On se souvient aussi que C est le sous-groupe de E 
des í)-unités cyclotomiques et C = C (1 E' . On a les inclusions suivantes : 



C'EyE'i ^_C_^ CEyEi ^_C__^ E/E'i. 

quotient=E2 quotient=í^3 

On a donc Ei = C'E'í/EI, E2 = CEi/C'E'^ ct E3 = E/CE''. On a niontré au lemme 8 que FJG+] 
était semi-simplc. Donc tout module sur Fg[G'+] est semi-simple. Donc toute suite exacte est scindée (cf. 
Corollaire 5 de l'appcndice 1). Remarquons que si on a les inclusions OcAC-BcCde ü-modules 
semi-simples, alors C est isomorphc (commc iï-modulc) à A®{B/A) ® (C/B). Puisque (Lemme 8) E/E'' 
est un Fq[G"'"] -module libre de rang 1. on a l'isomorphisme 

Ei(BE2(BEs:^ F,[G+] ~ ¥g[X]/{X^ - 1). {ii) 

p—i 

Donc, El, E2 ct i?3 sont isomorphes à des sous-modulc dc Fq[X]/(X~2- — l)^ qui sont, cn vcrtu du Icmmc 
7 b), de la forme ¥ q[G'^] / Ann{Ei) . Les Ann(iJ,) étant des idéaux de Fg[G+], il existe, pour i = 1,2,3, 

p— 1 

Hi, des facteurs unitaires de X~2- — l tels que Ei ~ ¥q[X]/{iii) et bien sür dimF<,(-Bi) = deg/Xj. Par (ii), 

p— 1 

et par comparaison des dimensions sur Fg, on a /^i • /í2 • = X~2- — 1. 
Clairement, CE'' c E'. Donc, on a la suite exacte 

1 — > CE-'/E" — ^ E'/E" — ^ E'/C'E" — ^ 1. 
^ V ' 

Donc, 

E'/Eq ~ £1 e E'/C'E". {iii) 

D'autrc part, l'application composcc E' ^ E ^ E/CE'' a pour noyau E' n CE'' (" D " est trivial: pour 
" C " : soit c-e'' € E', avec c€Cete€E. Puisque e« G E', alors c€ E'nC = C', donc c • e« G C'E''.) 
Donc, 

E'/C'E" ^ E/CE" = E3. {iv) 
On obtient (puisque daus notre cas toutc suite exacte est scindée) : 

H'nH+^ E'/E" e CC[q]+ ~ E'/C'Eq 8 ^1 CC[q\+ W Ei®Es® CC[q]+ . 

Le théorcme de Thainc nous apprend que tout annulateur de E3 = E/CE'' annuic aussi CC[q\^ . Donc 

/Lti • /Z3 annule H' fi -fí+. Supposons par l'absurde que l'annulateur de H' D H'^ est nul. Cela implique que 

p— 1 

Ml ■ M3 = dans Fg[X]/ {X^~ ~ !)• Cela implique que /U2 = 1, ou encore que = 0. Donc C'E'' = CE''. 
Puisque G' C G et G' n £9 = G n í;« (vcrification facile, car C E'), on trouve que G = G'. En effet, 

soit c G G. Alors = 0-1 c'-e", avec c G G' et e G í;. On a e« = ^ G CDE" = COE" c G'; 

donc c = c' • e« G G'. 

Le Lemme 10 nous dit qu'alors p < q, ce qui contredit l'hypothèse. □ 
Théorème 13 (Théorème 4 de Mihàilescu) 

Si X et y sont des entiers tels que — y'' = 1, avec p,q > 11 premiers, alors q = 1 (mod p) ou p = 1 

(mod q). 

Preuve 

Le Théorème 5 nous dit que l'annulateur Ann][r^[(5+] ([x — Cp]^^' G iï) = {0}. D'autre part, on se souvient 

que q'^\x (Théorème 1, Chapitre 6) et que —( est une puissance g-ème d'une autre racine de l'unité, car 

{q, 2p) = l. Donc x - = {-Ç + x = (3" G H' . Donc, [{x - G H' n H+. 

Supposons par symétrie quep > q, donc en particulier, q^l (mod p). Supposons par l'absurde quep ^ 1 
(mod q). Le théorème 12 nous dit que íí+ fi ií' a un annulateur non trivial, ce qui est contradictoire. □ 



CHAPITRE 10 
Preuve de la Conjecture de Catalan 



A partir dc maintcnant, la dcmonstration est tres courtc, mais il s'agit de mettre ensemble tous les 
ingredients que nous avons patiemment préparé jusqu'à maintenant. 

Rassemblons le tout dans le théorème suivant : 

Théorème 

a) Les seules solutions {x, y) G 1? , avec x,y ^0 de réquation 

x^-y^ = l 

sont données par {x, y) = (±3, 2). 
h) II n'existe pas de solution {x, y) G 1? avec x,y ^0, tels que 

x'^-y'^ = 1 

avec m G N. 

c) II n'existe pas de solution (x, y) G 1? avec x,y ^ 0, tels que 

- í/« = 1 

ct q > 3 prcmier. 

d) Soit p ct q des nombres prcmiers impairs ct x, y des cnticrs non nuls tels que x^ ~ y'^ = 1. Alors on 
a : 

I. = 1 (mod q^) et qP'^ = 1 (mod p^). 
II. p,q> 11. 

III. p < iq"^ ct q < 4p^. 

IV. p = 1 (mod q) ou q = l (mod p). 
Preuve 

La partie a) est le théorème d'Euler du premier chapitre. La partie b) est le théorème de Lebesgue du 
deuxième chapitre. La partie c) est le théorème de Ko-Chao du Chapitre 3. La partie d) L est le théorème 
1 de Mihailescu du Chapitre 6. La partie d) IL est Ic le thcorcmc 2 dc Mihailescu du Chapitre 7. La 
partie d) IIL est le le théorème 3 de Mihailescu du Chapitre 8. La partie d) IV. est le le théorème 4 de 
Mihailescu du Chapitre 9. □ 

Théorème 

Soit m et n des entiers supérieurs ou égaux à 2. Alors les seules solutions {x,y) G 1? , avec x,y ^ de 
réquation 

a;" - í/™ = 1 

sont données par {x, y, n, m) = (±3, 2, 2, 3). 
Preuve 

On peut supposer que n = p et m = q sont des nombres premiers. Le cas p = 2 et ç = 2 est trivialement 
impossible (cf introduction). Le cas p = 2 ouq = 2 sont écartés gràce aux parties a), b) et c) du théorème 
précédent. 

Par symétrie, en remplaçant éventuellement (x,y,p,q) par {—y,—x,q,p), on peut supposer, gràce à la 
partie d) IV. du théorème précédent que p = 1 (mod q). On aíRrme qu'alors p = l (mod q^). En effet 
on a la suite exacte (Z/g^Z)* — > (Z/qZ)* — > {1}. Donc la classe de p modulo q^ est dans le noyau de 
cette application. Comme l'ordre de {'L/q^'L)* vaut q{q — 1) et l'ordre de {'L/q'L)* vaut 9 — 1, l'ordre de 
ce noyau vaut q. Mais on sait (partie d)I. du théorème précédent) que p'^^^ = 1 (mod q^). Donc l'ordre 
de p modulo q^ divisc ç ct ç — 1. II vaut donc 1. Puisque p < Aq^ (partie d) IIL), il nous reste les cas 
p = l + q^,p= 1 + 2q^ et p = 1 + 3g^. Les cas p=l+q^etp=\ + 2>q^ sont impossibles car cela voudrait 
dire que p ou q est pair. Le cas p=l + 2g^ est impossible aussi, car en réduisant modulo 3, on trouverait 
p = (mod 3), donc p = 3 et g = 1 ou alors g = 3 et p = 19, mais c'est impossible, car cela contredit la 
partie d) II du théorème précédent. □ 



Appendice 1 
Deux mots sur les anneaux semi-simples 



Définition 

Soit R un anneau commutatif et a un idéal de R. On dit que a est radical si R/a n'a pas de nilpotent, 
ou, ce qui est équivalent, pour tout x G R, si G o, alors x G a. 



Lemme 1 

Soit R un anneau commutatif et a et b des idéaux co-premiers (a+b = R) tels que a - fa = a. Alors b = R. 
Preuve 

iï = a + b = o·fa + fa = b. □ 



Lemme 2 

Soit R un anneau commutatif, fa un idéal, M un R-module de type íini et íf G Endiï(M) tels que 
fiM) c faM. Alors il existe k gN et h, . . . ,bn tels que 

/ + + • • • + bklM = Om, 

ou Im et Om sont l'endomorphisme identité, respectivement nul sur M, alors qu'on notera Or pour 

l'élément nul de R et pour l'élément nul de M. 

Preuve 

On cl·ioisit des gcncratcurs mi, . . . m„ de M et une matrice (òjj) G Aí„(fa) C Af„(iï) tels que (p{m,i) = 
^ij'^'-j^ í l£ i l£ n. On peut voir M comme un i?[y3]-module {R[(p] est mi sous-anneau commutatif 
de Endü(M)), via la regle f{íp) ■ x = f{íp){x) pour tout / G R[X] et a; e M. Les relations précédentes 
s'écrivent 

{Sijip - bij) : = : , avec = { J i - j 



sinon. 



Puisque R[(p] est commutatif, on peut former la co-matrice de {dij(p — bij). (pour toute matrice A, la 

co-matrice est l'unique matrice A telle que AA = AA = det(A)/,i). En multipliant par cette co-matrice, 
on trouve que det {dijLp — bij) (mg) = pour tout s — 1, . . . , n. Ainsi det {Sijip — bij) = Om, et on vérifie 
facilement que ce déterminant est un polynòme unitaire G R[íp]. □ 



Proposition 3 

Soit R un anneau commutatif, fa un idéal et M un R-module de type íini. Supposons que Ann(M) + fa 
soit radical. Si ijj '■ R^ est la projection canonique, alors on a 

^(Ann(M)) = Annfl/i,(M/faM). 

Avec bien súr Annji{S) = {a G R \ ax = pour tout x G 8} pour tout S C M. 
Preuve 

On notera a pour 4>{a). 

L'inclusion C est immédiate, sans mème supposer que Ann(AÍ) + fa soit radical : si a G Ann{M), alors 
aM = {0}, donc a fortiori a ■ AI/bM = {0} et donc a ■ M/bM = {0}. Montrons l'autre inclusion. 
Supposons que a G Ann^/j, (M/faM). Cela veut dire que aM C faM. Posons a la multiplication par a, 
et appliquons le lemme précédent à cet endomorphisme, il existe 61, . . . ,ò„ G fa tels que S" -|- òia"~^ + 

h 6„/m = Om- Cela signifie que a" + òia""^ H h 6„ G Annü(M). Donc, a" € fa -h Ann/{(M) qui 

est supposc radical. Donc a E b + Ann/j(M). C'est-à-dire a = b + x avec b G b et x G Annfl(M). On 
trouve alors a = tp{a) = tp{x) G ip{Ann{M)). □ 



Définition 

On dira (pour faire simple ha-ha) qu'un anneau commutatif R est semi-simple si c'est un produit cartésien 
fini de corps. C'est-à-dire R = HcieA -^«í 9,vec A íini et corps (commutatif), pour tout a. 
Si A est un anneau (pas forcóment semi-simple) et si M 7^ {0} est un j4-module, alors M est dit simple 
s'il n'a pas d'autre sous-module que {0} et lui-méme. Un A-module qui est somme directe de modules 
simples est appelé semi-simple. Evidemment, un anneau semi-simple est un module semi-simple comme 
module sur lui-méme. 

Soit R = Yl^ç^Ka un anneau semi-simple. Soit P G A. On pose K'^^ — {{xa) G JjKa | = si 
a ^ Les K'^ sont des idéaux de R, ct R = 0^^^^ K'^, et Ann(ií^) = ^'/s- Evidemment, K'^ est 

isomorphe à Ka additivement et multiplicativement, mais on "voit" qu'ils sont sensiblement différents. 



De plus, K·K'p = 



{ 








si a ^ /3 
si a = /3 



. De plus, chaque K'^^ 



est un iï-module simple. On en déduit que les 



idcaux dc R sont dc la formc ©,^^5 K'^, avcc B d A. On cn tirc anssi que si a et b sont des idcaux de 
R, alors a- b = aílb. SiaGa-b, alors il existe ai G a et 02 G b tels que a = 0102- En particulier, = a, 
dono, pour tout a e 0, il existe oi, 02 G a tels que o = aia2. 

Maintenant on va voir un théorème très connu sur les modules semi-simples. Comme il n'est pas trop 
long, on va en donner la preu ve. 

Théorème 4 

Soit R un anneau commutatií (pas forcément semi-simple) et M un R-module. Les conditions suivantes 

sont équivalentes : 

a) M est une somme dc modules simples. 

b) M est une sommc directe de modules simples (i.c. M est semi-simple). 

c) Tout sous-module de M est un facteur direct dans M. 
Preuve 

Prouvons a) b). Supposons donc que M = X^jgj Pi oíi est simple. On pcut supposcr que Pj 7^ Pj si 
i j. Pour tout J C /, on pose Pj = J2ieJ ^i- Considérons la famille de tous les J tels que Pj = (Bí^jPí- 
Cette famille est non vide (elle contient au moins J = 0). Cette famille est partiellement ordonnée par 
l'inclusion. On vcut utiliscr le Lemme de Zorn : soit {Ja) une cliaínc. Posons J' = UJq,. Alors Pj' est 
une somme directe. En efïet, si toi + • • • + TOs = 0, alors, puisquc les sont en nombre fini, il existe 
Pj^ dans lequel se trouvent tous les mj. C'est une contradiction, car Pj^ est une somme directe. Par 
le Lemme de Zorn, notre famille contient un élément maximal, disons ,/. On affirme que Pj = M. Soit 
i Ç I. On a Pj d Pi C Pi- Comme Pi est simple, on a Pj D Pi = Pi, ce qui signifie que Pi C Pj; ou alors 
Pj ^ Pi ^ {0}, ce qui vcut dire de Pj ® Pj est une somme directe, ce qui contredit la maxinialité de J. 
Donc Pi C Pj pour tout z G /, et ainsi M — Pj est une somme directe de modules simples. 
Prouvons b) ^ c). Soit N un sous-module de M et / : M ^ M/N la projection canonique. Alors, si M = 
®iPi, on a M/N = et /(Pj) est soit isomorphe à Pj, soit {0} (le noyau d'un homomorphisme 

sur un module simple est un sous-module, qui est soit tout, soit rien...). Donc, M/N est aussi une somme 
de module simple. Par la partie a) b), on en déduit que cette somme peut etre supposée directe. Plus 
précisément, il existe C / tel que les /(Pi) sont distincts et non nuls et tels que 



Posons N' = YIrPí- Cette somme est directe, et f{N') = ^^.fiPi) = f{M). En preuant les images 
inverses, on trouve que M = N + N' . Puisque (i) est une somme directe, / est injective sur N', ce qui 
veut dire que n A^' = {0} et donc M = N' ® N . 

Prouvons c) =^ a). Soit A^ la somme de tous les sous-modules simples de M. Par hypothèse, il existe N' 
tel que M = N ^ N' . nous allons montrer que A''' = {0}. Supposons le contraire, donc que N ^ {0}. Soit 
P un sous-module cyclique de N'. On peut montrer facilement gràce au lemme de Zorn que P contient 
(au moins) un sous-module propre maximal Q (car il est de type fini). Par hypothèse, il existe Q' tel 
que M = Q®Q'. Clairement, P = Q © (Q' n P). Puisque Q est maximal dans P, on a Q' n P ~ P/Q 
est simple. Donc P et par suite N' contient un sous-module simple et donc N (1 N' ^ {0}. C'est une 
contradiction, donc N' = {0} et N = M. □ 

CoroUaire 5 

Soit R = YlaeA un anneau semi-simple. Alors les aíErmations suivantes sont vraies : 

a) Tout R-module est semi simple. 

b) Tout R-module M s'écrit 0„£^ Ma ou M^ est la somme des sous-modules simples de M isomorphes 



c) Toute suite exacte de R-module est scindée. 
Preuve 

Prouvons a) et b). On a M = J2xeM ^ SxeM ^aeA ^L^- Pour tout a; G M et a G A, l'application 
de K'^ sur K'^x, y ^ yx est P-linéaire, surjective et son noyau est {0} ou K'^. Donc K'^x est isomorphe 
à K'a ou à {0}. Donc, M est la somme de modules simples, il est donc semi-simple en vertu du lemme 
précédent. Par suite on a bien M = YliaeA oíi Ma est la somme des sous-modules simples de M 
isomorphes à /í^. Voyons que cette somme est directe. Soit x G Ma n ( M13) . Comme x G Ma, il 
est annulé par 0^-^„ AT^; et comme x G X^^^^ Mp, il est annulé par K'^. Ainsi, Anni{(a;) = R, et donc 
a; = 0. La somme est donc directe. 

Prouvons c). Soit — > Mi ^ M M2 — * une suite exacte de P- modules. Puisque M est semi- 
simple (partie a)), il existe M3 tel que M — f{Mi) ® AÍ3. Puisque /(Mi) est le noyau de g, on a 
(/(M3) = g{M) = M2 et si ma et mg sont tels que g{mz) = g{m'^), alors ma — mg G f{Mi) n Mg = {0}. 
On a montré que Mg et M2 sont isomorphes et donc que M ~ Mi ® M2, ce qui prouve que le suite est 
scindée. □ 



M/N = ^f{P,). 



(i) 




Proposition 6 

Soit R = OaGA un anneau semi-simple et M un R-module. II existe a G M tel que Aniiij(a) = 

Ann/j(A'/). Donc, M contient un sous-module cycliquc (cclui engendrà par a) isomorphc à R/ AnnR{M). 
En particulier, si R et M sont fínis, alors \M\ > |iï/Ann/{(M)|, avec égalité si et seulement si M est 
cyclique. 
Preuve 

Posons B = {a e A \ Ma {0}}. On a M = ^^eB^c et AnnR{M) = ®0^a\bK'!3- Po^r chaque 
a e -B, on choisit Q ^ & Ma- On a Anniï(a;a) = 0/3^^ K'^- Posons a = Y^^eB ^a- On a Annii(a) = 
Plcgs Annjí(.x„), car les somme des Ma est directe. Ainsi, Anniï(a) = ®ff^A\B^/3 ~ Anniï(M). Lo 
reste en découle facilement. □ 



Proposition 7 

Soit R = YlaeA et M un R-module cyclique. Soit M' un sous-module de M. Alors M' est cyclique, 
Anniï(M') • Anniï(M/M') = Anniï(M), et les deux idéaux AnnR{M') et Am\R{M / M') sont co-premiers. 
Preuve 

Soit S C A tel que Annfl(M) = 0^£^\ijií^. Alors M ~ R/AnnR{M) ~ ^p^B^'f} (idéal de R). Via 
cet isomorphisme, M' est isomorphe à un sous-idéal; c'est-à-dire M' ~ ®fj(=B' ^'i3 pour B' c B. Et alors, 

Anniï(M') = 0^^^^^/ K'js, et M' ~ R/ Annii{M'). Donc, cn vcrtu dc la proposition prccédente, M' est 
cyclique. D'autre part, M/M' ~ ®f3izB\B' ^0 ^t donc, Ann_R(A'//M') ~ ®p<^B\B' ^'fJ- prouve 
que Ann/{(M/M') • AunR{M') = 0^g^\B ^0 — Anni{(M) et que ces deux idéaux sont premiers entre 
eux. □ 



Appendice 2 



Le théorème de Thaine 

Tout d'abord quelques lemmes pour énoncer le théorème de manière sensiblement difïérente de celle qu'on 
a vue au chapitre 9 : 

Lemme 1 

Soit A un anncau local commutatif (c'est-à-dirc qui ne possòdc qu'un scul idéal maximal, disons V). 
Soit f : M — > N un homomorphisme injectif dc A-modulcs librcs dc méme rang. Supposons que 
f : M/VM — i N/VN soit un isomorphisme. Alors f est un isomorphisme. 
Preuve 

Choisissons un basc; dc M ct unc basc dc N. Posons Mj la matricc dc / rclativcmcnt à ecs dciix bascs. 
Soit Mf la matrice de /. Puisque / est un isomorphisme, son déterminant est inversible dans A/P. Cela 
veut dire que det(M/) ^ V, donc det(M/) est inversible, car si ce n'était pas le cas, l'idéal engendré par 
det(M/) et V contiendrait strictement V qui est maximal. □ 

Lemme 2 

Soit G un groupe cyclique (attention, on écrira additivement ce groupe, mais on appliquera ce Icmmc 
a des groupes notés multiplicativement) d'ordre n, et q un nombre premier tel que q J( n. Soit M 
un Z[G]-module íini. Alors M[q] = {x £ M \ qx = 0} et M/qM sont isomorphes comme 1,[G] (ou 
¥q[G])-modules. 
Preuve 

On peut supposer que M est un g-groupe, car si p ^ q, les p-sous-groupes de Sylow qui sont des sous- 

Z[G']-modulcs de M ne contribuent ni à M[ç], ni à M/qM. Rcmarquons de plus que M[q] ct M/qM sont 
isomorphes comme Z-modules. En effet, si M = Z/g'·iZeZ/g'·^Z®- • ■^Z/q'^-Z, alors M[q] = Z/gZ®- • •© 
Z/gZ avec s facteurs. On a aussi qM = Z/q^'^-'^Z ® • • • ® Z/q^^-^Z, donc M/qM ^ Z/qZ ® • • • ® Z/qZ. 
On peut généraliser ce raisonnement à tout anneau principal (ct mcme pour tout produit d'anneaux 
principaux) : si A est un produit d'anneaux principaux, ct si ç e A est premier et si M est de génération 
finic tel que q"^ ■ M = {0} pour m asscz grand, alors M[q] ~ M/qM, comme A-modulcs. 
Autre réduction : comme M est de g-torsion, il est canoniquement un Zg module : si x G M est d'ordre 
q'^, et a S Zq, alors on pose a ■ x = b ■ x on b G Z tel que b = a (mod q^Zg) (souvenons-nous que 
Zq/(fZq ~ Z/ifZ (cf. Chapitre 7)). En résumé, M est un Zç[G]-module de ç-torsion, fini. 
On a Zg[G] ~ Z^X\/ {X"^ — !)■ Puisque Z^X\ est factoriel, écrivons X" — 1 = 01=1 /« 1^ factorisation 
en polynòmes irréductibles dans Zq[X] de X" — 1. On peut supposer les /, unitaires, car on est en 
caractéristique 0. On a donc un homomorphisme injectif de Zg-algèbres : 

s 

Z,[G] ^ Z,[X\/{X^ - 1) ^ JlZ,[X]/{fi), (z) 

i=l 

car X" — 1 n'a pas de racine múltiple. 

La source et le but sont des Zg-modules libres de rang n. En quotientant par l'idéal engendré par q, on 
obtient 

¥g[X]/{X- -1) ^J{¥g[X]/ÇÜ), 

i=l 

oíi fi est, pour tout í, la réduction modulo q de fi. Par le théorème de Hensel (cf. Chapitre 7), les fi sont 
irréductibles ct prcmicrs entre cux, car X" — 1 n'a que des racines simples {q /f n). Donc, l'application 
est cncorc injcctivc. EUc est donc surjcctivc car un homomorphisme injectif entre deux espaccs vcctoricls 
de méme dimension est surjectif. Par le Lemme 1, l'homomorphisme (i) est un isomorphisme. II reste à 
voir que pour tout i, l'idéal Zq[X]/{fi) est principal. II sufiit de voir que tout idéal premier est principal. 
Soit donc Zq[X] ^ ^ [fi)- Voyons que V D {q,fi). Soit g eV, g ^ (fi). Quitte à prendre le restc dc 
la division cuclidicnnc dc g par fi, au lieu de g, on peut supposer que g ct fi sont premiers entres cux 
dans Qp[X]. Par le théorème de Bezout, et en remultipliant par Ics dcnominateurs éventuels, il existe 
r,s G Zq[x], m G N, m > 1 ct u e Z* tels que r ■ g + s ■ fi = u ■ ç™. Donc, q"'- E V, donc q E V, car V est 

un idéal premier. On a montré que V D {q,fi)- En quotientant Zq[X] par {q,fi), on obtient ¥q[X]/{fi) 
qui est un corps (donc simple). Ainsi V = {q, fi) et ainsi, V = (q) est principal. Ce qui prouve le lemme. 
□ 



On rappelle que U+ = Z[C+]*, que E = {u{l - | u G C/p, A; e Z} = i]*, que CÜ'' = CC^^0 sont 
les classes d'idéaux de Q(C^) et que C = {u Ç E \ u= ^— ^a;(l — C )'', w est une racine de l'unité et i,j € 

P Çp P 

N et fc € Z}, les p- unités cyclotomiques de Q(Cp)- Si c G C est telle que v,r(c) = 0, avec tt = 1 — C^, on 
dit que c est une unité cyclotomique et on note Cq l'ensemble des unités cyclotomiques. 

Lemme 3 

Notons = Co n R. Alors les ¥q[G+]-modules E/CE'' ct U+/C^U+'' sont isomorphes. De plus, si on 

l-g Ç" — 1 

pose pour tout a G N tel que p J( a = ' 7~:ï) alors Cq =< — l,Ça > est le sous-groupe de Í7+ 

engendré par —1 et les Ça- 
Preuve 

Soit X = u - {l — C^)'' G E avec u e E* = Up, et [x] la classe de x modulo CE''. Par le Lemme de Kummer 
(cf. Chapitrc 7), il cxistc w,o G C/+ ct s G Z tel que u = uq • (fp- Ainsi [x] — [u • (1 — C^)'^] = M = [""o • = 
[uo]- Donc l'homomorphisme de Fq[G+]-modules Í7+ — > E/CE'', uq i — > [uq] est surjective. Voyons le 
noyau de cette application. Soit uq G Í7+, tel que uo = c - e'' avec c G C et e G E. On peut supposer 
que VttÍc) = U7r(e*) = 0. Donc c e Cq et e e Up. Toujours gràce au Lemme de Kummer, e = • eo, avec 
eo e U+. Donc, tia = {c ■ Ç) ■ el. On vcrifie que (c • C^'') G Co n M, ct donc uq G C+U+'' . 
Pour la sccondc partic dc la prcuvc, soit a G C^ . Alors, puisquc a G Cq, il cxiste c? G Z tel que 
a = iC'^ria=i(l ^ C'')'^" avec G Z pour tout a. Puisquc a est inversible, on a l'égalité i?p = aEp = 



na=i(l ^ Cy^Ep = (TiEp)'^ car les idéaux engendré par les 1 — sont tous égaux à nEp (cf. Lemme 
2, Chapitre 6). Puisque nEp est un idéal prcmicr, on en déduit que X]a=i Ca = 0. Ainsi, 

P-i /] _ /-°\ „ ,_ p-i 

a=l \ V/ a=l 

On vérifie facilement que, pour tout a, G K, et donc 2 ^ = ce qui prouve le lemme. □ 

On peut maintenant énoncer un théorème équivalent au théorème de Thaine tel qu'on l'a énoncé au 
Chapitre 9. 

Théorème 4 (Théorème de Thaine seconde version) 

Solt p, q des nombres premiers impairs distincts tels que p ^ 1 (mod q). Posons F = Q(C ), G+ = 
Gal(Q(Cp )/Q), U^ = Cq, les unités cyclotomiques de Q(Cp ), Qui est, comme on vient de le voir, 

le sous-groupe de Í7+ engendré par — 1 Jes Ço = C ^ • ^nj- Notons encore C£^' ie groupe des classes 
d'idéaux de F. 

Si e e Z[G+] aiinuJe U+/C+U+'^ alors, il annule C£F^ /CjCF'''^ . 

II est évident que ce thcorcmc est équivalent à cchii cnoncé au Chapitre 9. Le thcoròmc cnoncé au 
chapitre 9 dit que tout annulateur de E/CE'' annule aussi C£^'[q']. Or, on a vu au Lemme 3 que E/CE'' 
et f7+/Co~í7+' sont isomorphes et au lemme 2 que CC^^[q\ est isomorphe à CC?^ /CCF^'^ , ceci parce que 
p ^ 1 (mod g). C'est cette version que nous allons démontrer. 

Maintenant, un petit peu de théorie de Galois supplémentaire. 
Notation 

Si et L sont des corps de nombres, on note KL le plus petit corps contenant K et L. 
Lemme 5 

a) Soit K d L d E des corps de nombres. Supposons que E/K soit une extcnsion galoisicnnc de groupe 
G. Alors E/L est galoisienne et Ga\{E/L) = {g £ G \ g\L = Ml} ■= H. Dc plus L/K est galoisienne 
si et seulement si H est un sous groupe normal de G et dans ce cas, Gal(L/iír) = G/H. 

b) Soit K C L et K C E dcux extensions de corps de nombres. On suppose que L/K est galoisienne. 
Alors EL/L est aussi galoisienne et Gal{EL/E) ~ Gal(L/Ln E). 

c) Soit K C L et K C E deux extensions galoisicnncs dc corps dc nombres telles que LOE = K. Alors 
EL/K est une extension galoisienne et Gal{EL/K) ~ G&l{L/K) x Gal(£'/ií'). 



Preuve 

Ces résultats se trouvent dans [Langl], au Chapitre VI, §1. II s'agit du Théorème 1.10 et du Corollaire 
1.9, p. 265, pour la partie a); du Théorème 1.12, p. 266, pour la partie b); et du Théorème 1.14, p. 2G7, 
pour la partie c). □ 



Notations 

Posons A = Ga' 

Gal(F/Q) = Gal(F(C, 
a que F{C 



est une extension galoisienne et Gal(F(C 



c)). Intéressons-nous maintenant au corps F{(^, 



= Gal(F(C^)/F) (cf. Lemme précédcnt partie b)). On a de méme G'^ = 
)). Puisque F et Q{( ) sont lincairement disjoints (i.e. F n Q(C ) = Q), on 



= G+ X A (cf. Lemme précédent partie 



Puisque Up est un Z-module de génération 



finie, alors U+ /U+^ est fini. Dono F{Ç yUjt) est un corps de nombres. De plus, chaque fois qu'une 
racine g-ième d'un élément est dans ce corps, toutes les autres y sont aussi, car ( en fait partie. Ainsi, 



l'extension F{(^^, \/Up )/F((^) est galoisienne. Notons Gq le groupe de Galois de cette extension. 



En résumé, on a la situation suivante : 




On montrera méme au Lemme 9 que F{(^ , d Up)/Q est galoisienne. 



Lemme 6 (second lemme de Kummer) 

Sous les mèmes hypothèses que précédemment, en posant fiq l'ensemble des racines q-ième de l'unité, on 



Go = Gal(F(C^, i/U+)/F{Ç) 2, Uom{U+/U+\i,,). 



Cet isomorphisme est un isomorphisme de groupe et mème de ¥q-espace vectoríel. 
Preuve 

Considérons l'application 



: Go X C/+/C/+' 



p 

(5,M) 



oíi ^/u est n'importe quelle racine g-ième de u. L'application est bien déíinie, car, d'une part toute racine 
ç-ième diffère d'une autre d'une racine q-ièmc de l'unité, sur laquelle g est l'identité et d'autre part, si 



u' = u ■ «9, avec u'v G C/+ alors — =^ 



g est l'identité sur . L'application <\) (qu'on 

appelle parfois "Kummer pairing") est bi-multiplicative. La bi-multiplicativité à droite est évidente. Pour 
celle de gauche, on a 



car g'{^/üY = g'{u) = u, donc g'i^/ü) est une racine g-ième de u. 

D'autre part, supposons que [u]) — 1 pour tout u G Cela veut dire que gi-^) = ^fü pour tout 
u G [/+, ce qui veut dire que g est l'identité. Donc est non dégénérée à gauche. {i) 
Montrons celle à droite. Remarquons tout d'abord que l'on a ^(0*" n C/p+ = Í7+'. En effet, l'inclusion 
D est triviale. Pour l'autre inclusion, supposons que u = Uq, avec u G C/+ et mq € F{(^). Posons 
N = Npf^ç yp la norme de l'extension F{(^)/F. Appliquant N k u = u^, on obtient u'^~^ = (7V(uo))') 
ou encore u = (jv^^)'- Or, uo et ^o^* des entiers de F{Ç^), car ils sont solutions des équations 



X9 - u = rcspcctivcmcnt X« - u'^ = 0, donc, N{uq^) = & U+ . Et donc € C/+. L'autre 

inclusion est ainsi prouvcc. 

Donc si (j){g, [u]) = 1 pour tout g e Gq, cela vcut dirc que g{-^) = pour tout g et pour tout racine 
g-ième de u, donc u e Í/+ fi -F(C)*' = í^/') ce qui veut dire que [u] = 1. (ii). 
On a montré que l'application (p est non-dégénérée à gauche et à droite. Cela prouve le lemme. En effet, 
soit l'application 

Go^Honl(^7+/C/+^M,) 
g< — > g = (j){g, •) 

La relation (ii) montre que " est injective, donc, Go est un g-groupe dont tous les éléments sont d'ordre 
q (ou 1). Ainsi, tous ces groupes sont des F^-espaces vectoriels. Et on a |Go| < |Hom(í7+/C/+'', /iq) = 

|[/+/C7+«| = \U+/U+'^\. Finalement, l'application [u] i — > de U+ /U+'^ dans Hom(Go,Mg) est 

injective gràce à la relation (i), ainsi \U^ /Up'^\ < Hom(Go, /Xg) \Ga\. Donc \U^/U^''\ = \Go\ et 

ainsi ' est un isomorphisme, qu'on appellera isomorphisme de Kummer ce qui prouve le lemme. □ 

On verra mieux au Lemme 9 : l' isomorphisme de Kummer est en fait un isomorphisme de Fg [G+]-modules. 

Définition 

Soit M est Fq[G+]-module. On munit Hom(M,F,) = HomF,(M,Fg) d'une structure de Fg[G+]-module 
gràce à l'action suivante : si cr e G+ et <^ e Hom(AÍ, Fg) , alors on pose 

On dit alors que Hom(A'/, Fp) est muni de la structure de ¥q[G~^]-Tnodule duale. Si ^ = J2(TeG+ ^ 
Fg[G+], on définit l'application 

aeG+ 

Puisque G+ est abélien, cette application est un automorphisme de Fg[G+]. 

Posons encore s(G+) = Y^^^q+ o (on l'avait déjà définit au Chapitre 5, mais il n'est pas inutile de le 

rappeler). Posons encore 2t = {X^o.eG+ '^<^^ ^ ^íÍ^"*"] I ScreG+ =0}. C'est un idéal de Fg[G+] appelé 
lïdéal d'augmentation. 

Lemme 7 

Sous les mème hypothèses que la définition précédente, on a les isomorphismes de ¥g[G^]-niodules : 

Hom([/;/í//',M,) ^ U+/U+'' ^ FjG+]/(s(G+)) ^ a. 

De plus, ils sont des ¥q[G+]-niodules libres de rang 1. En outre, F,[G+] = (s(G+)) 21. 
Preuve 

On a vu au Lemme 8 du Chapitre 9 (relation (12)) que Annir^[(3+](C/+/Í7+'') = (s(G+)) (à l'époque, on 
avait quotientó par {±1}, mais ça ne change rien). Si on mmiit Hom(í7+/C/+'', /ig) de la structure 
de Fq[G^]-module duale, alors on a aussi que Annf^[Q+](ííoin{Up/Up'^,iJ,q)) = (.s(G^)). En efïet, 
9 € Annf^[Q+](Hom{Up/Up'\liq)) si et seulement si (^^ = 1 pour tout (p € lloni{Up/Up'^,jiq) si et 

seulement si (fix'^) = 1 pour tout íp et tout x G U^/Up'^ (car (p^{x) = ip^"'''''^ (x) = Ylaiv'^)'''' i^) ~ 
V^A'f" {x)Y'' = U.aiV'i^'''^))"" = VÍxh)'i si et seulement si a;^ = 1 pour tout x G U+/U+'' <^ 6 G 
Ann{Up/Up'') = (s(G+)) <í=> 6 G (s(G+)) (la dernière équivalence vient du fait que dans l'idéal 
(s(G+)), tous les ttcr sont égaux; on avait déjà montre ce fait au lemme 8 du Chapitre 9, mais on rèdit 
l'argument, car c'était un peu caché : l'idéal s(G+)Fq[G+] = s(G+)Fq, car si a = J2(TeG+ °'<^'^ ^ '^qi'^^]^ 
alors 

a ■ s(G+) = ^ a,. • ar ^ •( 5^ a^,-i) • = fc • s(G+) {i) 

aeG+ /^eG+ reG+ 

reG+ 

oü fc = E<xeG+ «<^· 

D'autre part, cette mème preuve montre que 

= |Fg[G+]/(5(G+))| = \U+/U+'\ = |Hom(C/+/C/+^Mg)| . 



On en déduit les deux premiers isomorphismes en vcrtu du Lemme 7 b) et c) du Chapitre 9. 
Reste à voir le dernier isomorphisme. Considérons l'application 



/ : F,[G+] is{G+)) 

Par (i), voit que f{x) = x ■ s(G+), pour tout x G Fg[G+]. Ainsi, pour tout x,y G Fg[G+], on a 
fix + y) = f{x) + f{y) et f{x·y) = x- f{y). Ainsi, / est un homomorphismc de Fg[G"'"]-module. Toujours 
par (i), elle est surjective et son noyau est 21. On se souvient que Fg[G+] est un anneau semi-simple. 
Donc, on a que ¥g[G+] = (s(G+)) ® 21, et ainsi, Fg[G+]/(s(G+)) ~ 2t. □ 



Lemme 8 

Si H est un sous-groupe abélien normal d'un groupe G, alors le groupe Q = G/H agit canoniquement 
sur H par a G Q et h G H : 

= ghg-^ 

ou g est n'ímporte quel représentant de a. 
Preuve 

C'est un vérification facile : si g' = gho avec ho € H, alors 

g'hg'-'^ = gkokk^'^g''^ = ghg~'^ 
car H est abélien. □ 



Lemme 9 

Sous les mèmes hypothèses que la défínítion próccdcntc, on a que 

a) L' isomorphisme de Kummer entre Gq et Hom(í7+/C/+', iiq) est en fait un isomorphisme de Fg[G+]- 
modules. 

b) A agit sur Gq par ¥g[G~^]-automorphisme. 



c) Si g e Gq, la classe de conjugaison dans G ■= Gal(F(<^^, yUp)/F) est l'orbite de g sous l'action de 
A = G/Gq. 
Preuve 

Tout d'abord, l'extension F{C,^, ij/{7/)/Q est une extension galoisienne. En effet, les conjugués de C,^ 

et de Cp sont dans F{(1^, ijUp). Concentrons-nous sur les éléments de ^Up . Soit u e Í7+ et ^ 
une racine g-ième de u. Pour montrer que l'extension est galoisienne, il sufRt de trouver un polynòme 
annulateur de ^ qui soit dans Q[X] et dont toutes les racines soient dans F{C,^, \JUp). Soit cr G G"*". 

Puisque u{u) e Í/+, on a toute ^a{u) e F(C , du^)- Enfin, le polynòme HaGC+í^ ~ ^(")) ^ ^[^1 ®t 



donc W^^Q+{X'i — a{u)) G Q.[X] et toutes les racines de ce polynòmes sont dans F{Ç^, yUp). Posons 



Qo = Gal(i^(C , yUp)/Q) le groupe de Galois de cette extension. Par le Lemme 8, en posant G = Go 



et H = Go = Gal{F{(^, yU^)/F{(^)), on a que A x G+ ~ Go/Go agit canoniquement sur Gq. En 
particulier, G+ et A agissent sur Go- 

Voyons déjà comment A = Gal{F{(^^)/F) agit sur Gq : soit (p e Gq et h G A. On cherche ou plutòt 
si (fi G Hom(C/+/f/+', /Ltq) est l'homomorpliisme correspondant à (fi par l'isomorphisme de Kummer, on 
cherche l'élément qui correspond à (</?''). Par dcfinition de la "Kummer pairing", soit [u] G /U^'' et 
ime racine ç-icmc de u, on a Lp^{-^) = • ^^ït. Notons cette cgalitc (i). Or, par définition de 

l'action canonique du Lemme 7, on a ip^{'^) = hifih^^{^^/u) oíi h est un automorphisme de F((^, ^ Up) 

qui prolonge h. Or, h~^{-^) est une racine g-ième de h~^{u) = u (car h vaut l'identité sur F). Donc, par 
définition de l'isomorphisme de Kummer, on a (p{h-^{^) = (fi{[u])-h-\^). Donc, (p''{^) = hCfiiu])- 
h~^{y/v,)) = h{ifi{u)) ■ ^iju. Ceci combiné avec (í), en simplifiant par ^pa, donne = /ï,(<^([?í])). 

Pour ètre plus précis, si h = ha est l'automorphisme de F{Ç ) tel que ha{C ) = C et ) = (g / a), 
on a 

(<p''»)-(M) = ^(H)«. (ii) 

En particulier, si l est la conjugaison complexe dans F{(^), alors (í^')([u]) = (fi{[u\)~^, pour tout [u] G 
U+/U+''. Donc, 



{^'1={^)-'. (13) 
Regardons maintcnant l'action dc g G . Soit (p, (p et (<p^) , commc avant. Soit g un prolongcmcnt de g en 
un automorphisme de F(^^, ^ Up ). On a comme avant (/^^ ( = {ip^){[u])- et ip^ {■^) = gipg~^{^). 

Là, une petita différence : g~^{-^) et une racine ç-ième de g^^{u). Donc, (p{gg~^{^/u)) = (p{[g~^{u)]) ■ 
g~'^{-^). Ainsi, (fi^i-^) = g{(p{[g~'^{u)]) ■ g-'^{^i)) = • ^ = ip{g-\u))- La dernière 

égalité vient du fait que g{Ç) = C pour tout C G Mg- En simplifiant par on obtient (í/5^)([u]) = 
<^([5~^(u)]) = (<^)^(M) (structure duale), ceci pour tout u G Up et parce que [^"^(íí)] = g~^[u]. Donc, 

Cela montre que risoniorphisme de Kummer Gq — > Hom(í7+/í7+', Hg) est un isomorphisme de F^IG+J- 
modules, donc a) est prouvé. 

Pour prouver b), il faut voir que si y e Gq, h = ha & A et g G G"*", alors (ip^)^ = {'^^Y· Soit u G Up, on 
a : 



Et on conclut pour b), car l'application ' de Kummer est un isomorphisme de F[G+]-modules. 

Pour la partie c), c'est à peu pres évident, car s\h & Q = Gal(F(C^, ^Up)/F), par le Lemme 8, l'action 

canonique à.e A = Q/Gq est précisément hgh~^ = g^° oü ho = /i|ir(^ ) ^ '-' 



Maintenant nous allons faire quelques rappels sur l'automorphisme de Frobenius. On en avait déjà parlé 
au Chapitre 5, mais uniquement pour le corps Q(C^). 

Définitions-Théorèmes "l'automorphisme de Probenius" 

Soit L/K une extension galoisienne de corps de nombres de degré n de groupe de Galois G. Soit V un 
idéal premier de Ok et un idéal premier de Ol au dessus de V. On se souvient que Z(^}\V) = {a G 
G I (t(«P) = <p} ct que si a G G, on a Z{a{^)\r) = aZ{^\V)a^^, donc si G est abélien, ce groupe est 
toujours lü mdmc ct nc dópcnd que dc L ct V , on Ic notc alors Z{L/V). On a VOl — (^i • • • '^rY , est 
l'un des Onan = efr, ou f ^ [Ol/Ví ■ Or/V] est Ic degré de «p sur K. On a aussi [G : ZC^lP)] = r 
et \Z{^i\V)\ = ef. Si a € Z{^\V), il determine una € Gal((Oi/q3)/(OK/P)) et l'application a — >a 
est un homomorphisme surjectif de Z{^\V) sur Gal((Oi,/íp)/(Oif/'P)). Son noyau se note li^/V) ou 
I{^/K) ct s'appcUc Ic groupe d'inertie dc '^/V ou dc ^/K. On a aussi I{a{^/'P) ~ al{^ /'P)(J~^ pour 
tout creG. Ona donc\I{^/V)\ ^ e ct Z{^ /V)/ /V) ~ Gdl{{OL/^)l {Ok/V)), de cardinal f. Pour 
tout a G I{^/P), on a a{x) = x (mod ^) pour tout x G Ol- Supposons queV ne ramiíie pas, c'cst-à-dirc 
e = 1 et donc le groupe d'inertie est trivial et donc l'application a — > a est un isomorphisme de Z{^\V) 
sur Gal((OL/í5)/(Oif/P)). Ce groupe de Galois est un groupe cyclique avec un générateur privilégié 
qui est l'application v ^ jyN('P) pour tout v G Ol/*P ct l'uniquc element dc Z{^\V) qui corrcspond 
à cet automorphisme s'appelle l'automorphisme de Frobenius de ^/P. On le note Frob(^/P). II est 
caractérisé comme l'élément de G qui satisfait : 

Frob(«p/-p)(a;) = x^^^^ (mod *P) pour tout x G Ol- 

On a aussi Frob(o·(íp)/P) = aFmh{^ /■p)a-'^ et donc l'ensemble {Frob(íp/P) | ^\P}, qu'on note 
Ftl/kCP) est une classe de conjugaison dans G. Si G est abélien, alors Frob(^|'P) ne dépend que 
de V, on le notera Prob^/^í'^)) et on a 

FtohL/K{P){x) = x^^'^^ (mod VOl) pour tout x&Ol- 

Finalement, si K c M c L sont des corps de nombres et P C Po C ^ sont des idéaux premiers de K, 
M et L respectivement. Alors Froh{Po/P) = Frob(q}/P)|M· 

Preuve 

Tout cela se trouve dans [Nar, p. 180]. □ 



Maintcnant, on va énoncer un théorème important qui ne sera utilisé qu'une fois mais est crucial. C'est 
le théorème de Cebotarev. 



Définition 

Soit K un corps de nombres et A un ensemble d'idéaux premiers de Ok- On dit que A est régulier s'il 
cxistc < a < 1 ct ÇA unc fonction holomorphe sur un voisinage ouvert de {s S C | 3ï(s) > 1} U {1} telle 
que pour tout s G C avec ^{s) > 1 on ait 

J2N(V)-^ = alog{^)+gA{s). 

veA 

Le nombre a s'appelle la densité de Dirichlet de A. Si A est l'ensemble de tous les idéaux premiers de 
Ok, a=l. 

Théorème 10 (Cebotarev, 1923) 

Soit LjK une extension galoisienne de corps de nombres de groupe de Galois G. Soit C une classe de 
conjugaison de G. Alors l'ensemble 

A= {V \V est un idéal premier de K nan ramiüé dans L avec Frj^/xi'P) = C} 

est régulier et sa densité de Dirichlet vaut |^ . 
Preuve 

[Lang2, Thm 10, p. 169]. □ 
Remarque 

Les idéaux prerniers de degré sur Q strictement supérieur à 1 sont de densité de Dirichlet nuls, donc dans 
le théorème de Cebotarev, on peut se restreindre aux V qui sont de degré 1 sur Q. 

Lemme 11 

Un nombre premier l ne divisant pas n gN se décompose totalement dans Q(C„ ) si et seulement si 

l = ±1 (mod n). 

Preuve 

Le nombre l se décompose totalement dans Q(C„) si et seulement si / = e = 1 si et seulement si 
l'automorphisme de Probenius est l'identité si et seulement si Z = 1 (mod n) (car l'ordre de l'automorphisme 
de Frobenius vaut /). Or, le Frobenius FrobQ^^+^^Q(Z) est la restriction à Q(C^) de FrobQ(^ )/q(0· -De 

plus, Gal(Q(C„)/Q) = (Z/nZ)*, donc, Gal(Q(C^)/Q) = (Z/nZ)*/ < -1 >. On en déduit donc que l se 
décompose totalement dans Q(C^) si et seulement si / = ±1 (mod n). □ 

Maintenant un autre monument de la théorie de nombres, lié au précédent : le corps de classe de Hilbert. 

Définition 

Soit L/K une extension abélienne de corps de nombres. Soit S un ensemble fini d'idéaux premiers de K 
contenant ceux qui ramifient dans L. Posons Is le groupe abélien libre engendré par les idéaux premiers 
qui ne sont pas dans S. Si V ^ S est un idéal premier, on définit l'application V i — > FvohL/Ki'P) 
prolonge en un homomorphisme de groupe 

appelc V homomorphisme dArtin. Rcmarquons cn passant que Ic thcorcmc dc Cebotarev montrc que 
cette application est surjective (mais on n'en aura pas besoin). Toute la théorie du corps de classe est en 
fait de décrire le noyau de cette application. 

Théorème 12 (existence du corps de Hilbert) 

Soit K un corps de nombres. II existe une (unique) extension H/K telle que 

a) H/K est unc extension abclicrme Rnie (dc groupe disons G). 

b) Aucun idéal premier de K ne ramiüe dans H. 

c) En posant S = 9 et I^ =: Ik, l'homomorphisme : Ik — > G a pour noyau les idéaux 
(fractionnaires) principaux et déGnit donc un isomorphisme ^h/k '■ CCk — > G. 

On appelle H le corps de Hilbert de K. 



Lemme 13 (Théorème de Hilbert 90) 

Soit L/K une extension cycUque de corps (i.c. galoisienne de groupe de Galois cyclique). Soit r un 
générateur de Gal{L/K). Soit x G L et N = N^jk la. norme associée à cette extension. Alors on a 

tÍcü) 

N(x) = 1 <í=> X = pom un certain a G L* 

a 



Preuve 

On peut trouver une preuve de ce théorème classique dans [Langl, Thm 6.1, p.288]. 



□ 



Nous aurons besoin (vers la fin de la preuve) de quelques notions rudimentaires sur le localisé d'un 
anneau : 

Définitions-Théorème 

Si A est un anneau intègre commutatif et Q son corps des fractions. Soit V un idéal premier de A. On 

définit A-p := {f € Q I 6 ^ V}- On appelle A-p le localisé de A cn V. C'est un anneau local d'idéal 
maximal qu'on note encore V. Voir [Ati, pp. 36-43] pour plus de détails. 



Preuve de la deuxième version du théorème de Thaine 

On rappelle les notations : p, q sont des nombres premiers impairs distincts tels que p ^ l (mod q) . On 
a F = Q(C"^), G+ = Gal(Q(C"^)/Q), U+ = Z[C"^]*, C^, sont les unités cyclotomiques de Q(C"^), qui est 

comme nous le savons (Lemme 3) le sous-groupe de [/+ engcndré par —1 les Ça = • ç^nj" 
CCP^ est le groupe des classes d'idéaux de F. 

Soit 9 e Ann^[G+]{U^/C^U+'') et C G CCK On doit montrer que G CC^" . AUons-y, dans la joie et 
la bonne humeur ! 

Soit H le corps de Hilbert de F. Posons Gh = Gal{H/F). On considère aussi les corps -ff(Cq) et 

H{(^, ^Up) vus comme extensions sur F. Tout d'abord, H n F{(^^) = F. En efïet, si Q est un idéal 
premier de F au-dessus de q, alors Q ramifie totalement dans F{(^), mais il ne ramifie pas dans H. Donc, 
s'il y avait eu un corps intercalé, dans cc corps, Q ramifierait et ne ramifierait pas, ce qui est absurde ! 
Maintenant, plus délicat : H{Q r\ F{C^, ^juj) = F{Q. Rappelons que A = Gal(F(C^)/F) (~ 

Gal(Q(C^)/Q)) agit sur Gq = Ga\{F{Ç ^)/F{Q) Hom(C/+/í/+«,M9) (Lemme 9 b) et a)). De 
plus, puisque Hr\F{(^) = F, alors l'extension H{(^)/F est galoisienne de groupe Gh x A (Lemme 5 c)), 
donc est abélienne, car A et Gh le sont. Par le Lemme 8 et le Lemme 5 a), A agit canoniquement sur 
Gh = G&\{H/F) ~ Gal(íf(Cg)/-F(Cq)), ceci de manière triviale car H{Ç^)/F est abélienne. Mais si on 
prend dans A la conjugaison complexe l, et (fi G Gq, on a 



, , (13) , " homomorphisme / _l 

(^') = (^) = ')• 



On en déduit que ip'' = tp ^. Donc, il n'y a pas de point fixe dans cette action, car |Go| = q"^ est impair. 

Supposons par l'absurde que H{(^) n F{(^, yJUp) ^ F{C,^, c'est-à-dire qu'il existe un corps, disons K, 
intercalé. Nous sommes donc dans la situation suivante : 



A agit trivialement- 




A agit sans point fixe 



En effet, puisque Gh est abélien, l'extension K/F{(^) est aussi abélienne (tout sous-groupe d'un groupe 

abélien est normal), dc groupe, disons J ~ Gh/Ji — Go/J2- Puisque A agit trivialement sur Gh, il 
agit trivialement sur Gh/Ji- Mais, il agit sans point fixe sur Gq. Puisqu'il agit par conjugaison sur 
Go (Lemme 9 c)) et que J2 est un groupe normal, alors l'action de A sur J2 laisse fixe J2 dans son 
ensemble. Donc, l'action de A passe au quotient, car si (p, (po G Gq sont tels qu'il existe %lj E J2 avec 

ípo = íptp; soit h G A et ho G Gal{F{(^, ^Up)/F) tel que /io|F(f) = h, on a íPq = {'pip)'^ = hoiptph^^ = 



hoíphQ ^ hoiphQ ^ = if'^tp'. Donc [íPq] = [tp^] =: [ip]^. Mais cette action n'est pas triviale : si elle l'était, 

on aurait [(p] = [(pY = [(p^] = [(p~^] pour tout (p G Go- Donc Gq C J2- Mais puisque l'ordre de Gq est 
impair, on a Gq = Gg (théorème de Bezout), donc, on aurait J2 = Gq, ce qui est absurde. On a ainsi 

prouvé que H{Ç n F{Ç ^Ju+) = F{Q. On en déduit que H n F{C^, -ç/ï^) = F, car 

H n F{Ç ^) ^Hn (H(Q n Fic^, ^)) = Hn f{Ç = k 



Donc, H et F{Ç^, yUp) sont linéairement disjoints. Ainsi, l'extension H{Ç^, yUp)/F est galoisienne de 

groupe GhxGdGhxGoo^GhX Hom(f/+/;7+«,/x,), ou G = Gal(F(C^, ^)/F). 

Revenons à la classe C fixée au début de notre preuve. L'homomorphisme d'Artin fait correspondre C 
à (^h/fÍC) e Gh- Considérons la classe de conjugaison réduite à $/í/j?(C). Considérons aussi C une 
classe de conjugaison contenant un générateur de Hom(í7+/í7+', /Xg) ~ Gq. Par ce qu'on vient de voir, 

on a {^h/f{C)} x C est une classe de conjugaison de Gal{H{(^, ^Up)/F). Le théorème de Cebotarev 

nous apprend qu'il existe un (en fait une infinité) idéal premier de F, X, de degré 1 sur Q, tel que 
Fr^^^ _^^^^(A) = {4>íí/f(C)} X C. Cela signifie que 

a) A est de degré 1 sur Q. 

b) Frobff/F(A) = ^h/f{C). 

Soit / e P le nombre premier sous A {XílZ — IZ). La partie a) et le lemme 11 montrent alors que l = ±1 
(mod p). La partie b) implique que A est dans la classe C. La partie c) dit plusieurs choses : la première 

est qu'il existe A un idéal premier de F{Ç , yUp) au-dessus de A tel que Frob(A/A) est un générateur de 



Go. Gràcc au Lcmmc 5 a), on sait que Go = {h e Q | h\p(^ ) = Idpr^ -,}. Soit Aq = AnF(C ). On a alors 
Frob(Ao/A) = Frob(A/A)|^(j- = Id^íc ) = 1a. Donc, Ao est dc degré 1 sur F (car Frob(Ao/A) engendre 
Z{Aq/X) qui est de cardinal /(Ao/A)). Cela implique que / est totalement dccomposé dans Q{C^) (car si 
£ est un idéal de Q{C^} au-dessus de l, on a f{C/l) = /(Aq/A)) et donc que l = 1 (mod q) (cf. remarque 
avant le Lemme 11). Résumons encore tout cela 

A e C / = ±1 (mod p) 1 = 1 (mod q) Frob(A/A) est un Z[G+] -générateur de Gq. (iz) 

Le corps de Hilbert et le théorème de Cebotarev ont fait leur ofBce, nous n'en n'aurons désormais plus 
besoin. 

Sous-Lemme 14 ^ 

Sous les mèmes notations et bypothèses, posons encore £ = ^2^[Cp ]/ (O) ■ ^íors on a un homonnorphisme 
injectif de Z[G~^]-module : 

U+/U+''-^2/£'^o,¥,[G+] 

et l'image de /Up'' dans ¥q[G'^] est l'ideal d'augmentation 21. 
Preuve du sous-lemme 14 



On a (0 = / • na = Uae G+ '^W et les a(A) sont tous disjoints, car l se décompose totalement dans 
Z[C^]. Par le théorème chinois, on a 

nCp]/{i)^ n nCpí/'^w^'^' n iF'^^P' 

aeG+ aeG+ 

oü Fp^ est l'ensemble des applications de G+ dans F;. 

Le groupe G+ agit là-dessus par permutations des coordonnées : tout a G G"*" induit un isomorphisme 
de Z[C^]/A sur 'Z[(^]/a{X) qui donne l'identité si on identifie ces quotients à F;. Donc ce sont des 

^[G+J-modules. Toujours canoniquement, on a ^Z[C^]/(Z)^ = £ ~ ncreG+ ^i* — ^i*'^ ct donc ~ 

n(TeG+ I*';*/^;*'^- D'autre part, comme groupes, Fj*/F;*^ ~ F^, le premier est noté multiplicativement et le 
second additivement, voyons pourquoi : si s est une racine primitive modulo l et s est sa classe modulo 
F^*, alors on envoie s sur 1 modulo q. L'application est bien définie, car q divise l — 1 {cf.{ii)), et 



est un isomorphisme. On a donc ~ F^^ D'autre part, F^^ et Fq[G+] sont isomorphes comme 

Fq[G+] -modules : l'application x ^ '}2a&G+ ^i'^)'^ ^n est un isomorphisme (attention, l'action de Fq[G+] 
sur F^^ se fait comme suit : x''{t) := x{a~^T)). 

Soit ip l'homomorphisme canonique (de Z[G+]-module) Í7+ — > II est clair que Up'' C ker(V'). On 

va voir que c'est cn fait cgal. Soit u e ker(^); u est donc une puissance ç-ième dans £,. Cela veut dire 

i-i ^ 
que UI =1 (mod l ■ Z[C^ ]), ou encore 

a~'^{u)^ =l{modl-Z[(^]) pour tout cr e G+. (*) 

Posons / = Frob(A/A) et / l'élément de Hom(C/+/í7+'^, /Xg) associé à /. On se souvient que f{x) = x'· 
(mod A) pour tout x e 0„,^ ,r-+. {l = N(A)) et, pour tout [u'] e U+/U+'', on a Vvf ■ f{[u']) = f{</v/) 

oü -yt/ est n'importe quelle racine g-ième de m'. Donc, /([m'])^v^ = (Vu"^ — 'u!~ ■■^/vJ (mod A). Donc, 



/([u']) = 'u!~ (mod A). Revenons à notrc u e kcr(V'). Par (*), on a donc montré que ji\o~^{u)\) = 1 
(mod A), pour tout a G G+. Or /([o'~^(m)]) est une racine ç-ième de l'unité. Le Lemme IMP du Chapitre 

5 nous dit que les racines g-ième de l'unité sont distinctes modulo A, ainsi, f([a~^{u)]) = 1 pour tout 

(T e G+, en d'autre terme, (/)'^([m]) = 1 pour tout a G G"*". Donc, (/)^" ""''([m]) = 1 pour tout 
X^o-Oo-c G Z[G+]. Or, par (m), on sait que / est un générateur de Hom(í7+/[/+^, donc «([w]) = 1 
pour tout a G Hom(í7+/í7+^, /Ug). Donc, par dualité, [u] = 1, c'est-à-dire u G U^''- On a donc prouvé 
que 

U+/U+'' ^ ~ Fg[G+]. 
Pour montrer que l'image de Í7+ /Up'' est l'idéal d'augmentation, il suffit de montrer que 

AnnF,[G+](C/+/C/+') = s{G+) ■ ¥,[G+], 

car dans ce cas, U'^ /Up'' Fg[G+]/ (s(G+)) ^ gj, Mais on l'a déjà prouvé au lemme 8 du 

Chapitre 9 (relation (12)). □ 

Revenons à notre preuve. Nous savons que U^ /Up'' est cyclique (Proposition 6, Appendice 1 et le sous- 
lemme ci-dessus). Soit u e f7+ tel que ü soit un générateur de Soit le 9 du début de notre 

preuve. Puisque 9 € Ann^Q+j{U^ /CqU:^''), alors on a G C^Up'', c'est-à-dire = c-v'', avec c G 
et u G Up'' . On peut supposer que c = Cq est un carré. En cfFct : par le thcorcme de Bczout, il cxiste 
des entiers k et k' tels que 2k + qk' = 1, donc = {d^Y ' (c*^ • ■ D'autre part, puisque cq G Cq ^ on a 
que Gq est un produit de Ça = C ^ ' 'c~lï ^'^^c a G N \ {0, 1} et a < p — 1 (Lemme 3). Posons, pour de 
tels a : 

·;^GQ(C^,C,) = Q(C„,)et4 = C/ -^^^-^G 



Posons encore r]a = Sa- 



Sous-Lemme 15 

Sous les mèmes notations et hypothèses, on a : 

a) Ea et £^ sont des unités cyclotomiques de 

b) Sa ^ < = Ça (mod (C; - l)Z[g]). 

^Q(Cp,)/Q(Cp)(^«) = ^Q(C^J/Q(Cp)(£a) = 1- 

d) rja est une unité de -F(C() 

e) Np^^^yp{T]a) = 1 

f) r,a = eai^0d (C,-l)0^(g). 

Preuve du Sous-Lemme 15 

C"-ç C"^C"-i iC ^'C )*"-! 
a) On a ' = 't" = —r-rf — oíi 6 G Z tel que h = a (mod p) et 6 = 1 (mod l), est une unité 

cyclotomique. La preuve pour £^ est semblable. 



b) On pourrait naïvement dire que C; = 1 (mod (Cj — ) , et le tour est joué. Mais c'cst un argument 
fallacieux! On vérifie que Ca - = ■ - ^Ç^^ = ■ i^-fzf^ ■ {j^t) ' 

Cp^ ' ( ^ _l j est clairement une unité (cf. Lemme 2 a) du Chapitre 6). D'autre part, 

^ = 4^ = ~ ' = EíC'C )'= V = ^ = (mod (C - 1)Z[C ,]). 

L'égalité (*) est vraie en posant 6=0 (mod p), ò = 1 (mod ?) et 6 > 0. L'équivalence (**) vient du 
fait que C; =1 (mod (C^ — car l'idéal engendré par C; ~ 1 est le méme que celui engendré 

par Q ^ — 1. Cela prouvc la partie b). 

c) On se souvient que nL=o(^ ~ ^) = — 1- Posons N = Nqf^^ ,)/Q{C )' rappelle d'autre part 
que Z = ±1 (mod p) (relation {ii)). On a 



t ATí^ ^ (*!.*) Ai^) TT _ Ai^) S " ^ / Ça si ; = 1 (mod p) 

^ ^ > 'J-ioC -C" " 'C'-I (Çaestréel)siZ = -l(modp) 

Dans l'égalité (* * *), le Z de ^ ^ vient du fait que 1 = 1 — 1 + 1, lel — 1 vient de la norme et 
le 1 vient du ^a, d'autre part Ic produit qui part dc k = vient aussi du On en déduit que 
Ça • N{sa)) = Ça- Donc N{£a)) = 1. La preuve de N{s'g^j) = 1 est identique. 
Les parties d), e) et f) se démontrent simultanément. Le groupe de Galois Gal(Q(C , C;)/-P(C;)) est d'ordre 



-1 



2, engendré par l'automorphisme (tq de Q(Cp) C;) Qui change Ç en Ç = Cp et laisse fixe C;- On va montrer 
que o·o(ea) = : 

g-l C ~ C l-o 1 — C"C l-o C ~ C" 




On en déduit que rja = s.as'^ G ^iCi) est une unité, que Npf^Qip{rja) = 1, car Nqf^^^ ,Ci)/Q(C ) restreint à 
F(C;) est -^F(c )/F (ees deux extensions ont méme groupe de Galois) et que ria = Ca (mod (C^ — l)Opf^^ )), 
par la partie b). □ 



Revenons à nouveau à notre preuve. Nous avons que = c - v'^ avec c = Cq = 01=1 Ca; • Posons s = 
ni=i '?ai· Par le sous-lemme précédent, e est une unité de f (C;)) ^{^) = 1 et c = £ (mod (Cj — l)Op^^^-^). 
Notons T le générateur dc Gal(F(C;)/-F') ~ Gal(Q(C;)/Q) qui envoie C; sur (f^ ou s est la racine primitive 
vue lors de la preuve du Sous-Lemme 14. Par le théorème de Hilbert 90, il existe a € -F(C;)* tel que 

^ _ t(Q') 

et 

On en déduit en particulier que l'idéal fractionnairc (a) est invariant par r. Puisque / ramifie totalement 
dans Q(C;); l'idéal A ramifie totalement dans ^(C;)- Notons l l'unique idéal premier de f (Cj) au-dessus 
de A. Dc mcmc, pour chaquc a G G^, l'unique ideal premier au-dcssus dc a"(A) est a{V) (on idcntifie 
évidemment G+ = Gal(i^/Q) ~ Gal(i^(Cj)/Q(C;)))- Les a{t) sont aussi r-invariants, car il y a ramification 
totale. Ecrivons 

a ■ Op(^^ ) = (a) = Z ■ cr(0'^" ) (^o- G Z, 3 idéal fractionnairc premier à /). {iii) 

Puisque (a) ct Ics a{í) sont invariants par t, alors 3 l'est aussi. Puisque Z est r-invariant et qu'il n'a que 
des diviscurs premiers non ramifie sur F, J doit provenir d'un idéal Zo, c'cst-à-dirc Za • Op^^ç ^ — Z- On a 

donc, 3Ó"^ • = = ■^F(Çj)/í'(3) • Opi^ç^y Donc, Aí'j;-(^^)/^(;ï) = 3Ó~^ (cf. Chapitre 5, Rappels sur 

les corps de nombres et la théorie de Galois). D'autre part, puisque cr(A) ramifie totalement dans F{(^), 
alors Npf^çyp{a{l)) = cr(A). En preuant la norme de l'équation {Ui), on trouve : 

A^F(g/F(«) • Of = ■ n ^(^)''' = ^ó"' • A^'-·"^. 

creG+ 



Cette égalité montre que rélément J2aeG+ ''"'^^ ^ Z[G+] est tel que 

ceci parec que A G C, done C est la classe dcfinie par A, / = 1 (mod q) (ef. (n)), donc 3Ó"^ S C£p'^ et 
parce que )/fÍ'^) ' '^í' "^^t principal. Donc, il faut jcter un pont entre et X]o·gG+ ''o-c· 
On a que l'idéal {(^ — 1) n(TGG+ '''(O· Donc, l'élément ^^t premier à a{l), il est donc inversible 

dans l'anneau localisé ))c(i)· Le groupe de Galois Gal(F(^^)/F) =< r > est le groupe d'inertie de 

a{l) sur o-(A) car la ramification est totale. On a donc, t{x) = x (mod (t(1)) pour tout x G ^f{c,^) (cf- 
Définitions-Théorème sur l'automorphisme de Probenius), et donc aussi t{x) = x (mod a-(l)) pour tout 
X € {Op(^ç ))o-([)· En particulier, 



(c, - 1)- - ■ V (c. - 1)- ; (c; - D- ^"^'^ "^'^ ■ ^''^(^<)^'^^'^^· 

On notera dorénavant (mod cr([)') au lieu de (mod f (0·(Oj'(f^))o-([))· Or, ^^é^_^"y^ = j^rify^ ■ y-^riï J 

et -^í^j = 1 + C; + ••• + (; =s (mod — 1), donc a fortiori modulo (t([)'. Donc (■^^1:7) = s'^" 
(mod (t([)'). Ainsi, (^-^1)77 = (fp^ = {Ç^-iy<^ ' '^(')')· simplifiant, par , qui 

est, rappelons-le, inversible, on trouvc e = s^" (mod a·([)'). Or, on se souvient que c = e (mod ((^ — 1)), 
on a donc a fortiori c = e (mod cr(l)'). Donc, on a c = s"^" (mod <j(l)'). Comme c et s''" sont dans 
(Z[C+])' :=(Z[C;])<.(A),ona 

c= s''- (mod cr(A)'), (u) 

car cr(l)' n (Z[Cp ])' = cr{\y qui est l'idéal maximal de (Z[C^])'. Puisque Z[C^]7cr(A)' ~ Z[C^]/a{X) ~ 

Z/ÍZ = Fj, la congruencc (v) montre que Timage de c dans £ = (^^[C^]/{l)j — Y[(7eG+ — 

(Fp*^ est (s"''')CTeG+) ou s' G F^ est la classe de s modulo l. Passant encore aux classes modulo les 
puissances g-ièmes, on obtient que l'image de qui est la mème que celle de celle de c modulo Í7+ dans 

~ (F;*/F;*'')'^^ est {s'^')aeG+, oü s G F;*/F;*'' est l'image canoniquc de s' . Par le Sous-Lemme 14, 
£/£^ est isomorphe à Fg[G+] et cet isomorphisme envoie {s^'')^^g+ sui J2aeG+ ^crcr. 
D'autre part, u est tel que ü est un générateur de /U^'^ et nous savons que l'image de U^/Up'' dans 
Z[G+] est l'idéal d'augmentation 21 (cf. Sous-Lemme 14), donc l'image de u dans Z[G+] correspond à un 
générateur ip de 2t. On a ainsi 

creG+ 

oíi 9 est l'image de 6 dans Fq[G+]. Ou encore 

ip-0= {modq-Z[G+]). {vi) 

aeG+ 

Or nous savons que Fg[G+] =21® (s(G+)), avec rappelons-le s(G+) = J2aeG+ ^ i^^- Lemme 7) et que 
(s(G+)) = ¥q ■ s(G+) (relation (i) du Lemme 7). Donc il existe 7 G Z[G+] et m G Z tels que 

j ■ ip + m- CT = l(modç·Z[G+]). 

aeG+ 

En multipliant par 9, on en déduit que 

6 = ^·ip·6 + m·6· Yj f 7 • 

J2 r^(T + m-e- J2 <7 (mod g-ZÍG+j). 

(tGG+ (tGG+ ctGG+ 

II existe donc p G Z[G"'"] tel que 9 = ^ ■ J2aeG+ ''''^^ + m ■ 9 ■ X]crGG+ + 1P- Ainsi, 

Mais, (C^'·-<")T G CCP^'^ (relation (iv)). D'autre part, {C^'^y^o est une classe principale, car si a est un 
idéal de C (par exemple A), alors a = Np/q^a) ■ Op (cf. Chapitre 5 (rappel sur les corps de nombres et 

la théorie de Galois)) et Np/q{a} est un idéal de Z qui est principal. Et finalement, (C)' G C£^'^. On a 

prouve que , ce qu'il fallait démontrer. □ 
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